用 非常 实在 的 内 容 以 活 浅 轻 快 并 激发 学 习 热情 的 方式 引导 读者 。 总 之 ， 这 是 
一 部 杰出 的 作品 。 
— J. K. Percus, Physics Today, 41(12)(1988)1 14. 
该 教材 清新 、 简 洁 ， 以 本 科 生 很 容易 理解 的 方式 介绍 统计 力学 的 新 近 进 展 
—L. Allen, New Scientist, 28 April(1988)70. 
因为 该 书 所 包含 的 精妙 讨论 ,值得 高 度 推荐 
一 由 PP. Stork, American Scientist, 77(1)(1989)96. 
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统计 力学 的 近期 进展 已 经 使 该 领域 发 生 了 革命 性 的 变化 ， 使 其 成 为 自然 科学 
所 有 领域 中 必 不 可 少 的 基础 。 这 些 重要 的 发 现 先前 仅 泣 盖 在 高 等 教材 中 ， 本 书 为 
已 经 学 习 了 三 个 学 期 微 积 分 并 具有 热力 学 和 量子 理论 基础 知识 的 学 生 设计 了 一 种 
自给 的 处 理 方 法 来 呈现 这 些 发 现 ， 

本 书包 含 了 统计 力学 基础 的 一 些 简 明 解 释 ， 例 如 测量 与 系 绽 平均 之 加 的 天 
系 : 平衡 涨 落 和 稳定 判 据 的 讨论 、 勒 让 德 变换 的 应 用 等 ， 也 探讨 了 统计 力学 的 许 
多 传统 而 初等 的 应 用 。 更 为 重要 的 是 ， 该 书 讨 论 了 时 间 关 联 函 数 (包括 涨 落 -- 耗 散 
定理 以 及 朗 之 万 方程 )、 重 正 化 群 理论 、 蒙 特 卡 罗 模 拟 、 液 体 结构 等 专题 中 的 一 些 
基本 原理 和 基本 方法 . 

全 书 有 150 多 个 练习 题 ， 也 包含 了 几 个 计算 机 程序 。 书 中 的 材料 可 以 作为 化 
学 、 生 化 、 ee te et ee et nl 
力学 课程 教学 内 容 。 
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统计 力学 是 从 系统 微观 组 成 的 动力 学 行为 来 研究 该 系统 宏观 性 质 的 
一 门 学 科 , 是 近代 自然 科学 的 重要 基础 之 一 ,在 物理 学 、 化 学 、 生 物 、 天 体 
物理 和 宇宙 学 , 甚至 社会 科学 等 领域 中 有 广泛 的 应 用 。 正 因为 如 此 , 学 习 
和 掌握 统计 力学 的 基础 知识 对 于 物理 学 以 及 相关 专业 的 师 生 或 研究 工作 
者 是 十 分 必要 的 。 

关于 统计 力学 已 有 许多 优秀 的 著作 ,但 是 既 简 明 扼 要 , 又 不 失 严 密 性 
和 系统 性 , 同时 又 兼顾 统计 力学 现代 理论 的 基础 教材 并 不 多 见 。 钱 德 勒 
(D. Chandler) 教授 的 《现代 统计 力学 导论 7》 正 是 具有 这 些 特点 的 优秀 基础 
教材 。 钱 德勤 教授 现任 教 于 加 利 福 尼 亚 大 学 化 学 系 ,主要 从 事 统 计 力 学 方 
面 的 研究 工作 。 作 者 在 多 年 教学 实践 基础 之 上 , 对 教材 内 容 作 了 精心 的 选 
择 , 在 不 大 的 篇 幅 中 , 不 仅 包括 了 统计 力学 的 核心 基础 内 容 , 而 且 更 包括 了 
在 这 种 层次 的 教材 中 通 第 不 涉及 的 一 些 重要 专题 ,如 重 正 化 理论 、 蒙 特 卡 
罗 方 法 等 。 这 无 疑 有 助 于 读者 更 好 地 理解 和 掌握 统计 力学 的 基本 原理 ,更 
充分 地 认识 其 应 用 的 广泛 性 。 作 者 在 讨论 重要 专题 时 均 采 用 简单 实例 (如 
一 维 伊 辛 模型 ) 作 先 导 , 避免 引入 复杂 的 工具 , 以 突出 处 理 问 题 的 方法 和 和 
基本 的 物理 概念 , 这 将 加 深 读 者 对 于 统计 力学 基本 原理 和 方法 的 理解 。 作 
者 对 于 习题 的 设计 也 颇具 匠心 , 按照 训练 的 要 求 不 同 将 习题 分 为 三 类 , 难 
度 和 深度 循序 渐进 。 一 部 分 习题 置 于 正文 的 讨论 之 中 , 直接 检测 读者 学 习 
过 程 中 的 理解 情况 或 者 为 进一步 的 讨论 提供 出 发 点 。 在 每 章 末 , 作者 提供 
了 一 些 参 考 文献 并 对 此 作 了 一 些 简短 的 评述 , 方便 读者 进一步 深入 地 学 习 
和 了 解 有 关内 容 。 

该 教材 出 版 后 厂 受 好 评 , 例如 , “用 非常 实在 的 内 容 以 活泼 轻快 并 激发 
学 习 热 情 的 方式 引导 读者 。 总 之 , 这 是 一 部 杰出 的 作品 "1, “该 教材 清新 、 


1J. K. Percus, Physics Today,41(12)(1988)114. 
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简洁 , 以 本 科 生 很 容易 理解 的 方式 介绍 统计 力学 的 新 近 进 展 "1,“ 因 为 该 书 
所 包含 的 精妙 讨论 , 值得 高 度 推荐 "?。 该 书 历年 以 来 被 许多 大 学 的 统计 物 
理 或 相关 课程 选 为 教学 参考 书 。 译 者 在 统计 物理 课程 的 教学 中 也 一 直 将 
其 作为 参考 书 之 一 。 

鉴于 上 面 简 述 的 一 些 特点 , 译 者 不 揣 冒 昧 将 本 书 译 成 中 文 。 根 据 具体 
情况 , 在 译文 中 添加 了 一 些 译注 以 对 某 些 问题 进行 补充 说 明 。 限 于 译 者 水 
平 , 译文 难免 有 不 当 和 错误 之 处 , 敬 请 读者 不 音 指 正 。 感 谢 高 等 教育 出 版 
社 自然 科学 学 术 闭 作 分 社 编辑 王 超 先生 的 大 力 帮 助 。 感 谢 南京 大 学 匡 亚 
明 学 院 2009 级 部 分 学 生 提 供 的 帮助 。 本 书 的 翻译 得 到 南京 大 学 985 工程 


三 期 经 费 的 部 分 资助 , 特此 表示 感谢 。 


译 者 
2012 年 5 月 于 南京 大 学 物理 学 院 


LL. Allen,New Scientist,28 April(1988)70. 
2J. P. Stork, American Scientist,77(1)(1989)96. 
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我 一 直 在 伊利 诺 伊 大 学 和 宾夕法尼亚 大 学 讲授 为 期 一 个 学 期 的 初等 
统计 力学 课程 ,本 书 呈 现 的 是 我 讲授 中 所 使 用 的 材料 。 学 习 这 一 课程 的 学 
生 通 常 已 具有 热力 学 、 玻 尔 兹 曼 分 布 律 、 简 音量 子 力学 等 一 些 基本 知识 ， 
他 们 从 与 摩尔 (Moore) 的 《物理 化 学 7! 水平 相 当 的 本 科 物 理化 学 或 现代 
物理 学 等 课程 中 获得 这 些 知识 。 我 讲授 本 课程 的 目的 不 仅 是 为 了 使 学 生 
更 深入 地 理解 热力 学 和 平衡 统计 力学 的 原理 ,而且 还 向 他 们 介绍 壹 特 卡 罗 
抽样 , 重 正 化 群 理论 和 涨 还 一 耗 散 定 理 等 近代 专题 。 围绕 这 些 专 题 的 基本 
思想 已 经 彻底 改变 了 统计 力学 学 科 。 很 大 程度 上 正 是 由 于 这 些 思想 ,统计 
力学 的 研究 者 现今 在 众多 领域 的 研究 和 发 现 中 起 着 重要 的 作用 , 这 些 领域 
横 跨 分 子 生 物 学 , 材料 科学 与 工程 , 化 学 结构 和 动力 学 , 甚至 高 能 粒子 物理 
学 A, 我 认为 , 如 果 没 有 对 这 些 现代 专题 以 及 诸如 “ 序 参数 ”和 “关联 
函数 ”等 概念 的 一 些 理解 ,严格 意义 上 的 理科 学 生 就 称 不 上 受到 了 适当 的 
教育 。 我 个 人 也 认为 并 且 经 验 也 表明 ,这 些 专 题 和 概念 能 够 也 应 该 涵盖 在 
一 个 学 期 的 导论 课程 中 。 

为 了 在 导论 层次 上 包含 这 些 材 料 , 我 第 常 使 用 简化 的 模型 。 这 样 , 我 
fe TR UE KE EFA RT fe A RPS RRB, RR 
免 讨 论 高 等 的 理论 技术 (例如 , 图 解法 和 场 论 方法 ), 尽管 这 些 属于 我 最 喜 
欢 的 研究 专题 之 列 。 我 也 仅 简短 地 讨论 了 理想 气体 和 气相 化 学 平衡 等 传 
统 的 统计 热力 学 内 容 。 在 前 一 种 情况 下 ,本 书 应 为 有 兴趣 继续 学 习 多 体 理 
论 方面 的 高 等 课程 或 读物 的 学 生 提 供 儿 要 的 背景 。 在 后 一 种 情况 下 , 因为 
已 经 有 非常 多 的 优秀 教材 专门 讨论 这 些 专 题 ,这 里 再 花 很 多 时 间 于 它们 就 
显得 多 余 和 浪费 时 间 。 此外, 对 于 在 本 科 物 理化 学 课程 中 选用 的 材料 而 言 ， 
这 些 内 容 现在 已 是 相当 标准 的 了 。 


‘Walter J. Moore, Physical Chemistry, 5th ed, Prentice-Hall, 1972; 或 者 国内 物理 专业 使 
用 的 热学 教材 ,例如 , FRE. 热学 .第 三 版 .北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2011. 一 一 译注 
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我 已 经 采用 了 一 个 特殊 的 顺序 组 织 专题 ,这 需要 作 一 些 评析 。 前 两 章 
完全 用 来 专门 讨论 宏观 热力 学 , 直到 第 三 章 才 涉及 微观 统计 原理 。 在 第 一 
章 中 , 复习 基础 热力 学 并 引进 勒 让 德 (Legendre) 变换 ,在 第 二 章 , 阐述 相 平 
衡 和 稳定 性 的 概念 。 我 使 用 这 种 策略 , 是 因为 这 里 介绍 的 技术 和 语言 大 大 
加 快 了 理解 和 应 用 统计 力学 原理 的 速度 。 为 一 种 方法 是 可 以 从 第 三 章 的 
前 半 部 分 开始 , 这 里 第 二 定律 作为 统计 假设 的 直接 结果 而 出 现 , 该 假设 是 ， 
宏观 平衡 态 是 具有 最 大 随机 性 的 态 。 然 后 , 第 一 、 二 章 的 热力 学 可 以 与 第 
三 章 的 后 半 部 分 以 及 第 四 和 第 五 章 的 相关 材料 结合 起 来 。 不 同 的 系 综 以 
及 涨 落 的 作用 在 第 三 章 中 处 理 。 第 四 章 和 第 五 章 分 别 讨论 无 相互 作用 理 
想 系 统 的 统计 力学 以 及 相 变 。 

第 五 章 中 对 相 变 的 讨论 集中 于 伊 辛 (Ising) 模型 。 在 该 模型 的 背景 下 ， 
我 将 讨论 平均 场 近似 和 重 正 化 群 理论 。 在 后 一 种 情况 , 据 我 所 知 , 没有 其 
它 寻 论 性 的 教材 以 自足 的 形式 介绍 这 个 重要 的 课题 。 然 而 , 如 我 从 马里 斯 
(Humphrey Maris) 和 卡 丹 诺 夫 (Leo Kadanoff) 的 教学 文章 ! 中 所 认识 到 的 那 
样 , 是 可 以 在 初等 程度 上 讲授 这 些 内 容 , 并 且 将 学 生 引 寻 到 这 样 的 地 步 , 他 
们 可 以 用 重 正 化 群 方 法 计算 习题 集中 的 练习 题 。 

第 六 章 介 绍 男 一 个 很 重要 的 问题 , 它 不 在 这 一 层次 的 其 它 教 材 中 讨 
论 , 这 就 是 蒙特 卡 罗 方 法 。 在 这 里 , 我 再 次 使 用 伊 辛 模型 作为 具体 讨论 的 
基础 。 二 维 伊 辛 模型 说 明了 一 个 系统 中 涨 落 的 行为 , 它 如 果 足 够 大 的 话 ， 
系统 可 以 显现 出 真正 的 相 平 衡 和 界面 现象 。 一 维 情 况 可 用 于 说 明 量子 蒙 
特 卡 多方 法 的 原理 。 本章 也 描述 了 米 特 罗 波 利 斯 (Metropolis) 算法 , 提供 了 
学 生 可 以 在 微机 上 进行 实验 的 程序 ,探讨 了 该 方法 的 有 效 性 和 局 限 性 。 

在 第 七 章 , 我 们 考虑 了 经 典 流体 的 平衡 统计 力学 。 在 化 学 中 , 这 是 一 
个 非常 重要 的 专题 , 因为 它 是 理解 溶剂 化 的 基础 。 如 麦克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 
速度 分 布 的 某 些 专 题 是 相当 标准 的 , 但 另外 一 些 专题 并 非 如 此 。 特 别 是 ， 
对 简单 和 分 子 流体 , 给 出 了 对 关联 函数 的 定义 以 及 描述 , 导出 了 这 些 函 数 
和 义 射线 的 散射 截面 之 间 的 联系 , 讨论 了 它们 与 溶液 中 的 化 学 平衡 之 间 
的 关系 。 最 后 ,对 二 维 经 典 硬盘 流体 的 蒙特 卡 罗 处 理 方 法 给 出 了 一 个 说 明 ， 
学 生 可 以 在 微机 上 运行 相关 程序 。 

最 后 一 章 涉 及 动力 学 , 即 接近 或 处 于 平衡 态 的 宏观 系统 的 弛 和 外 和 分 子 
运动 。 特 别 是 , 我 讨论 了 时 间 关 联 函 数 , 涨 落 - 耗 散 定理 以 及 它 对 于 理解 
化 学 动力 学 、 自 扩散 、 吸 收 和 摩擦 力 等 问题 的 一 些 结果 ,在 现代 科学 的 范 
HA, 这些 内 容 又 是 非常 重要 和 基本 的 专题 。 但 是 , 就 非 平衡 统计 力学 的 


!H. J. Maris and L. J. Kadanoff, Am. J. Phys. 46, 652 (1978). 
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原理 的 教学 而 言 ,这些 专题 往往 也 被 视 为 高 等 的 或 特殊 的 。 我 不 知道 为 什 
么 情况 是 这 样 。 看 一 下 第 八 章 就 会 表明 , 人 们 可 以 仅 用 很 少 几 行 的 代数 运 
算 就 可 以 导出 涨 落 - 耗 散 定理 等 主要 结果 , 并 不 需要 借助 于 复杂 的 数学 方 
法 (例如 , 传播 子 、 投 影 算 符 以 及 复 变 量 )。 

在 所 有 章节 中 ,我 假定 读者 已 经 掌握 了 典型 的 三 学 期 本 科 生 微 积分 课 
程 中 讨论 的 数学 方法 。 有 了 这 种 训练 ,学 生 可 以 发 现 对 于 茶 些 数学 挑战 无 
可 以 驾驭 的 。 在 这 方面 , 本 书 最 困难 的 部 分 是 第 三 章 和 第 四 章 , 这 里 首次 
记 到 概率 统计 的 概念 。 但 是 , 由 于 在 这 些 章节 中 的 材料 是 标准 的 , 甚至 对 
于 背景 知识 比较 薄弱 ,但 能 利用 图 书馆 的 学 生 也 均 能 应 付 自如 。 选 择 基 于 
本 教材 课程 的 学 生 已 经 是 高 年 级 本 科 生 或 开始 读 主 修 生物 化 学 ,化 学 ,化 
学 工程 或 者 物理 学 的 研究 生 。 他们 通 第 掌握 的 材料 足以 解 管 许多 练习 题 
中 的 大 多 数 问题 。 这 些 练习 形成 本 书 的 一 个 有 机 组 成 部 分 ,它们 加 强 了 每 
一 个 主题 并 检测 对 主题 的 理解 。 在 一 些 情况 下 , 对 某 些 专题 的 涵盖 仅见 诸 
于 练习 题 。 

在 学 习 本 书后 , 我 确实 希望 相当 数量 的 学 生 将 继续 学 习 比 我 在 本 书 中 
所 呈现 的 对 那些 专题 更 为 高 等 的 处 理 方 法 。 出 于 这 个 原因 ,我 故意 将 评述 
和 问题 分 散 地 罕 播 于 文中 , 以 此 激发 学 生 的 好 育 心 , 促使 他 们 到 图 书馆 如 
找 更 多 的 读物 。 每 章 末 尾 的 参考 文献 可 以 作为 学 生 进 行 这 种 阅读 的 出 发 
点 。 在 这 个 意义 上 , 本 书 既 可 以 作为 一 个 导论 , 又 可 以 作为 指导 书 , 以 学 习 
任何 描述 详细 、 内 容 广 泛 、 处 理 方 法 更 为 有 效 的 学 科教 材 。 

在 编写 这 本 书 的 过 程 中 ,我 从 很 多 人 的 帮助 中 受益 。 约 输 . 惠 勒 (John 
Wheeler) 不 计时 间 帮 助 消除 逻辑 错误 以 及 含混 之 处 。 非常 感 谢 阿 提 拉 .了 萨 
博 (Attila Szabo) 的 鼓励 和 建议 。 我 也 要 感谢 约翰 . RFE (John Light) 对 本 
书 早期 版 本 的 有 益 评 述 。 几 位 学 生 以 及 我 的 妻子 伊 莱恩 (Elaine) 编写 并 测 
试 了 包含 在 书 中 的 计算 机 程序 。 伊 莱恩 也 对 书 的 内 容 提 供 了 许多 建议 。 最 
E, RBA Al Rw FA mM : 卡 里 尔 (Evelyn Carlier) 和 桑 迪 .史密斯 (Sandy 
Smith), 他 们 以 专家 的 水 准 处 理 了 本 书 的 初稿 和 终 稿 。 


Wi 2E - 4% 4% #4 (David Chandler) 
1986 年 1 月 于 费城 和 伯克利 


致 学 生 


在 正文 的 主体 部 分 以 及 每 一 章 的 末尾 有 许多 可 做 的 练习 。 在 大 多 数 
情况 下 , 置 于 正文 中 的 练习 是 简单 的 练习 , 意味 着 是 立刻 可 以 解 出 的 。 然 
而 , 不 时 地 , 我 采用 了 这 样 的 教学 方法 提问 了 一 些 问 题 , 对 于 它们 的 解答 ， 
需要 进一步 阐述 一 种 复杂 的 概念 。 这 些 练 习 用 星 号 标 出 ,并 有 三 种 处 理 办 
法 。 第 一 种 , 你 可 能 现场 就 能 想 出 答案 (在 这 种 情况 下 , 你 很 不 错 )。 第 二 
种 , 你 可 以 “ 作 汶 ”", 在 其 它 教科 书 中 寻找 所 需 的 技术 (一 种 我 所 希望 激励 
AJ IER”) 第 三 种 ,你 可 以 继续 思考 问题 ,但 是 通过 研究 课本 来 进行 思考 。 
在 最 后 一 种 情况 下 , 你 经 常会 发 现 ,求解 问题 的 技术 在 后 面 将 逐渐 出 现 。 

牛津 大 学 出 版 社 已 出 版 了 本 书 一 些 习 题 的 题解 集 !, 你 会 发 现 查 看 它 
也 是 非常 有 用 的 。( 以 下 略 ) 


‘David Wu and David Chandler, Solutions Manual for Introduction to Modern Statistical 
Mechanics (Oxford U. Press, New York, 1988). 
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第 一 章 
热力 学 基础 


统计 力学 是 用 来 分 析 目 然 或 目 发 涨 落 行为 的 理论 . 无 处 不 在 的 涨 洛 现 
象 , 让 观察 变 得 有 趣 并 且 有 价值 . 确实 , 如 有 果 缺 少 这 样 的 随机 过 程 , 液体 将 
不 会 沸腾 , 天 空 将 不 会 做 射 光 线 , 生活 中 每 个 动态 过 程 都 将 会 停止 . 同样 其 
实 的 是 , 这 些 涨 落 的 真正 本 质 是 , 它们 不 断 地 驱使 所 有 的 事物 阴 着 混乱 度 
不 断 增 加 , 因而 导致 任何 纺 构 将 最 终 消 记 的 方 问 发展. (SAIS AY FE, 这 些 可 
能 发 展 的 事件 的 时 间 标 度 通 常 是 非常 长 的 , 所 以 担心 我 们 周围 的 世界 因为 
目 然 涨 落 而 遭 到 毁灭 是 杞 人 忧 天 .) 统计 力学 和 它 的 宏观 对 应 热力 学 ， 
形成 一 套数 学 理论 , 使 用 它 可 以 帮助 我 们 更 好 地 理解 这 些 涨 落 的 量 级 和 时 
间 标 度 , 理解 与 自发 涨 落 不 可 避免 地 要 破坏 的 那些 结构 所 伴随 的 稳定 性 和 
不 稳定 性 . 

涨 落 的 存在 是 我 们 所 观察 的 系统 具有 复杂 性 的 结果 . 宏观 系统 由 许多 
粒子 组 成 一 一 粒子 如 此 之 多 让 我 们 无 法 完全 控制 或 详细 说 明 这 个 系统 达 
到 这 样 的 程度 , 以 致 可 用 一 个 次 定论 的 方式 完美 地 摘 述 系统 的 演化 . 因此 ， 
无 敌对 多 粒子 系统 是 一 条 日 然 定 律 , 而 且 这 种 无 知 寻 致 我 们 对 各 种 观测 要 
进行 统计 描述 , 也 使 得 我 们 承认 涨 落 的 客观 存在 . 

其 至 那些 我 们 观察 到 的 被 认为 是 静态 的 宏观 性 质 , 也 与 支配 动态 涨 落 
的 统计 定律 联系 在 一 起 . 例如 , 考虑 一 稀薄 气体 , 它 遵 循 理想 气体 的 状态 方 
fe: pV = nRT (p 是 压强 ,V 是 容 胡 的 体积 , n 是 分 于 的 物质 的 量 ,T 是 温度 ， 
RR 是 气体 常数 ). 在 第 三 草 , 我 们 将 会 证 明 这 个 方程 和 气体 中 的 方 均 密 度 涨 
落 公 式 是 等 价 的 . 这 个 方程 完全 可 以 被 认为 是 一 类 特殊 统计 (在 这 种 情况 
下 ,不 存在 发 生 在 空间 不 同 点 的 密度 涨 落 之 间 的 相互 关联 ) 的 结果 , 并 不 需 
要 与 系统 中 分 子 种 类 的 任何 细节 相 联 系 . 进一步 讲 , 如 果 这 些 (没有 关联 
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的 ) 密度 涨 落 不 复 存 在 , 压强 也 将 消失 . 

正如 将 会 在 后 面 的 第 八 章 看 到 的 , 我 们 也 可 以 考虑 在 一 个 瞬时 出 现 的 
涨 落 与 其 它 时 刻 出 现 的 涨 落 之 间 的 关联 或 影响 . 这 些 考 虑 将 会 告诉 我 们 关 
于 物质 从 非 平 衡 态 或 不 稳定 态 趋向 于 或 弛 豫 到 平衡 态 的 过 程 . 但 是 , 在 我 
们 深入 探讨 表征 涨 落 的 这 些 主题 之 前 , 先 考 虑 平衡 究竟 意味 着 什么 , 与 将 
宏观 系统 移 离 平衡 态 相 关联 的 能 量 关 系 又 是 什么 , 这 是 非常 有 用 的 处 理 方 
法 . 这 些 内 容 就 是 热力 学 的 主题 . 尽管 本 书 的 许多 读者 可 能 对 这 个 主题 有 
些 熟悉 ,但 是 由 于 热力 学 对 统计 力学 是 至 关 重 要 的 ,我 们 仍 以 此 作为 出 发 
点 . 正如 我 们 在 第 三 草 将 会 讨论 的 , 与 自发 涨 落 联系 的 可 道 功 或 能 量 关 系 
决定 了 涨 落 发 生 的 相似 性 . 实际 上 , 铸 名 的 热力 学 第 二 定律 可 表述 为 , 在 平 
i ASF, 与 相同 能 量 关 系 相 一 致 的 所 有 涨 落 是 等 可 能 出 现 的 . 但 是 , 在 讨论 
第 二 定律 前 , 我 们 也 需要 复习 第 一 定律 以 及 与 其 相关 的 一 些 定义 . 


81.1 热力 学 第 一 定律 与 平衡 


热力 学 第 一 定律 是 与 内 能 (internal energy) 相 联系 的 . 我 们 将 用 符号 E 
表示 的 量 定 义 为 系统 的 总 能 量 . 假定 它 满足 以 下 两 个 性 质 . 第 一 , 内 能 是 广 
延 量 (extensive quantity)!, 也 就 是 说 内 能 是 可 加 的 . 举 一 个 例子 来 说 明 这 个 
问题 , 考虑 图 1.1 所 示 的 复合 系统 .所 谓 内 能 是 广 延 的 , 即 有 


E = E + fo. 


由 于 存在 这 样 的 可 加 性 , 广 延性 线性 地 依赖 于 系统 的 大 小 . 换言之 , 假如 在 
保持 系统 其 它 量 不 变 的 情况 下 将 系统 的 大 小 增加 一 倍 , 那么 系统 的 能 量 也 
将 加 售 . 


GAB, EEE 


图 1.1 复合 系统 


-我们 知道 , 均匀 系统 的 热力 学 量 可 分 为 两 类 : 一 类 与 系统 的 质量 或 者 说 是 物质 的 
量 成 正比 , 称 为 三 延 量 . 例如 , 质量 m, 体积 Y 等 都 是 广 延 量 ; 一 类 是 与 系统 的 质量 或 物 
质 的 量 无 天 的 , 称 之 为 强度 量 . 例如 , 压强 p, 温度 了 等 都 是 强度 量 . 据 此 , 也 就 是 说 内 能 
十 与 物质 的 量 成 正比 的 . -一 评注 
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第 二 个 性 质 是 , 假定 能 量 是 守恒 的 . 也 就 是 说 , 如 果 系 统 的 能 量 发 生 了 
改变 , 必定 是 对 系统 做 了 茶 些 事情 所 导致 的 一 一 即 允 许 某 种 形式 的 能 量 流 
进 或 流出 系统 . 我 们 能 做 的 一 件 事情 是 对 系统 施加 机 械 功 . 除 此 之 外 还 有 
什么 ? 经 验 上 , 我 们 知道 系统 的 能 量 可 以 通过 对 系统 做 功 或 者 允许 热量 流 
人 系统 来 改变 . 因此 作为 热量 (heat) 的 定义 ,可 以 写 出 


dE =dQ+dw 


ATi Fei A PR AKA FH — EAE (first law of thermodynamics). 在 该 定律 中 ， 
dW 是 (操控 机 械 约 束 ) 对 系统 所 做 功 的 微分 , dQ 是 流入 系统 热量 的 微分 . 
做 功 的 项 有 一 般 的 形式 

dW = f -dx, 


其 中 了 是 作用 力 , XX 代表 力学 广 延 量 . 一 个 熟悉 的 例子 是 
dW = —PextdV, 
其 中 VV 是 块 系统 的 体积 , pex 是 外 压强 . 另 一 个 例子 是 
dW = fdL, 


其 中 f 是 作用 于 橡皮 和 带 的 拉力 , 而 工 是 橡皮 带 的 长 度 . 一 般 来 说 , 有 许多 力 
学 三 延 量 , 它们 的 变化 写 功 有 关 . 我 们 用 缩写 的 矢量 记号 了 .dX 表示 所 有 
的 相关 功 之 和 , 户 dXi + fodX2+---. 

然而 , 这 种 对 热量 的 定义 实际 上 是 不 完整 的 , 除非 我 们 假定 了 控制 它 
的 手段 .绝热 壁 (adiabatic wall) 是 阻止 热量 流 人 系统 的 约束 . 只 要 系统 的 一 
个 状态 ( 称 为 A) 可 以 由 另 一 状态 ( 称 为 B) 经 过 某 一 力学 过 程 所 达到 , 而 
同时 保证 系统 被 绝热 辟 所 包围 , 则 可 以 通过 确定 绝热 过 程 中 在 这 两 个 状态 
之 间 所 需要 传递 的 功 , 我 们 就 可 以 测 得 能 量 差 E4 - Ep. 

在 关于 能 量 可 测 性 的 这 个 评述 中 , 我 们 假定 存在 一 个 实验 手段 用 以 表 
人 一 个 系统 的 状态 . 

为 一 个 要 记 住 的 关键 点 是 , 功 和 热量 是 能 量 转 换 的 两 种 形式 . 一 旦 能 
量 dW 或 者 dQ 被 转换 , 它 就 不 再 能 分 辨 出 能 量 是 通过 这 两 种 方式 中 哪 一 
种 方式 传递 的 . 尽管 有 dW + dQ = dE, HAR 已 , 但 是 没有 量 W ALO. A 
此 , dW 和 dQ 是 不 恰当 微分 (inexact differential), 两 个 量 dW 和 do 加 上 一 
横 , 就 用 以 表示 这 个 事实 . 
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练习 1.1 列 出 一 些 两 种 能 量 流动 形式 的 熟悉 例子 (例如 , 冰 融 化 的 两 
种 方式 搅拌 或 者 置 于 太阳 下 ). 


由 实验 可 知 , 孤立 系统 总 是 能 日 发 地 演变 到 一 些 人 简单 的 终 态 , 这 些 状 
态 称 为 平衡 态 (equilibrium state). ATTA “fa 2”, 是 指 从 宏观 上 来 讲 , 系统 可 
以 由 几 个 变量 来 描述 . 特别 是 ,一 个 系统 的 平衡 态 可 以 完全 由 具体 指定 的 
已 和 天 来 宏观 地 表征 . 对 于 相关 力学 广 延 量 是 体积 和 分 子 数 的 系统 , 表征 
系统 的 变量 是 


EV, ni e Nr 个 个 组 元 
体积 第 7 组 元 物质 的 量 
如 末 外 加 一 个 电场 , 则 系统 的 总 偶 极 算 也 必须 加 到 相关 变量 列表 中 . (顺便 
指出 , 在 电磁 场 情况 下 , 在 导出 广 延 电能 和 磁 能 时 需要 小 心 . 你 能 想到 困难 
的 根源 吗 ? [提示 : 考虑 偶 极 子 之 间 相 互 作 用 的 空间 范围 .]) 

需要 注意 的 是 , 在 完全 以 演绎 方式 阐述 宏观 热力 学 理论 时 , 应 当 将 化 
学 复合 变量 (composition variables) ni1,72,:.… ,nr 和 加 体积 V 之 类 的 力学 广 
延 变量 加 以 区 分 . 在 本 书 中 , 我 们 忽略 两 者 的 区 别 , 因为 通过 半 透 膜 、 电 化 
学 电池 或 相 平 衡 , 我 们 可 以 设计 (实际 的 或 是 思想 的 ) 实验 使 物质 的 转移 和 
混合 写 功 的 消耗 或 产生 同时 发 生 . 这 种 观察 可 用 于 证 实 复 合 变 量 在 数学 
上 与 标准 的 力学 广 延 量 有 等 价 的 作用 . 见 下 文 练习 1.5. 

列 出 所 有 的 相关 变量 有 时 候 在 实验 上 是 一 个 困难 的 问题 . 但 是 不 管 这 
GAS et pee 1 EY, 宏观 平衡 态 最 重要 的 特征 就 是 它 可 以 由 少数 几 个 变量 来 
HIE, 少数 是 相对 于 数目 绝对 多 的 力学 自由 度 来 说 的 , 这 些 力学 自由 度 通 
凋 是 摘 述 一 个 宏观 多 粒子 系统 的 一 个 任意 非 平 衡 态 所 必需 的 . 

事实 上 , 没有 一 个 物理 上 感 兴趣 的 系统 是 严格 地 处 于 平衡 的 . 但 是 , 很 
多 系统 都 处 于 亚 稳 平衡 态 , 它们 通常 可 以 用 平衡 态 热 力学 来 处 理 . 一 般 来 
Ut, 在 观察 系统 过 程 中 , 如 果 系 统 独 立 于 时 间 和 之 前 所 经 历 的 过 程 , 而 且 设 
有 人 能量 或 物质 的 流动 , 那么 这 个 系统 可 以 看 做 达到 平衡 态 的 系统 , 它 的 性 
Mka JRH E, V, ni, ,nr 表征 . 然而 , 我 们 最 终 并 不 能 确定 这 种 平衡 特 
征 的 描述 是 中正 地 正确 的 , 还 要 依赖 平衡 热力 学 的 内 部 自治 性 作为 指导 来 
判断 这 种 摘 述 的 正确 性 .内 部 不 自治 是 非 平 衡 行为 的 标志 或 者 是 说 我 们 
需要 增加 另外 的 宏观 变量 , 而 并 非 是 说 热力 学 不 能 描述 . 

大 于 这 些 平衡 态 热 力学 可 以 告诉 我 们 什么 呢 ? 考虑 一 个 系统 , 对 其 施 
加 茶 些 约束 作用 形成 平衡 态 I. 去 除 或 改变 其 中 一 个 (或 多 个 ) AR, 系统 
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将 演变 到 一 个 新 的 终 态 UL. 确定 状态 工 可 以 视 为 热力 学 的 基本 任务 . 
例如 , 考虑 示 于 图 1.2 中 的 系统 , 设想 以 下 可 能 的 变化 : 
1. LER FE SK [Bl 5). 
2. 在 活塞 上 打 孔 (或 许 只 能 渗透 一 种 粒子 ). 
3. 移 去 绝热 辟 并 令 系 统 和 环境 有 热量 交换 . 


绝热 壁 


ED yO nt) 


刚性 活塞 


图 1.2 示例 性 系统 


这 些 变 化 会 导致 系统 产生 什么 样 的 终 态 呢 ? 要 想 回 答 这 个 问题 , 需要 一 个 
原理 . 这 个 原理 就 是 热力 学 第 二 定律 . 

尽管 考虑 第 二 定律 的 这 个 动机 完全 是 宏观 的 , 但 是 这 个 原理 与 微观 问 
题 , 或 者 更 确切 地 说 , 与 涨 落 的 本 质 有 直接 的 关系 . 可 以 论证 如 下 : 假设 用 
来 形成 初 态 工 的 约 东 刚 被 除去 , 系统 开始 向 状态 II 弛 豫 . 在 除去 约束 后 , 不 
可 能 确切 地 分 辨 出 状态 工 的 形成 是 约束 (现在 已 被 去 除 ) 的 结果 还 是 自发 
涨 落 的 结果 . 因此 , 对 上 述 关 于 基本 任务 的 分 析 将 告诉 我 们 有 关 自 发 涨 落 
的 能 量 关 系 或 热力 学 方面 的 一 些 信息 . 我们 将 看 到 , 这 种 信息 将 告诉 我 们 
有 关 涨 落 的 可 能 性 和 状态 I 的 稳定 性 . 

有 了 以 上 这 些 预备 知识 , 我 们 现在 回 到 为 这 种 分 析 提 供 运 算 规则 的 那 
个 原理 本 身 . 


81.2 第 二 定律 


正如 之 前 的 评述 所 已 经 表明 的 , 第 二 定律 与 涉及 平衡 态 性 质 的 合理 
而 又 简洁 的 统计 假设 有 着 紧密 的 联系 , 实际 上 就 是 它 的 一 个 直接 结果 . 在 
第 三 草 我 们 将 考虑 这 个 观点 . 但 是 现在 , 我 们 将 这 个 第 二 和 定律 表述 为 下 列 
假设 : 


存在 一 个 广 延 态 函 数 SEX) CHE HHP RH HAWK 
状态 A 绝热 变化 到 状态 B, 则 有 Sp > Sa. 


注意 , 如 果 从 态 AIA BH MEET, WE BO A 也 可 以 绝热 地 
进行 . 在 这 种 情况 下 , ERBERI EREA Sa > Sp. 因此 , 如 果 两 态 ALB 
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可 以 绝热 并 可 道 地 达到 . 则 有 Sa = Sp. 也 就 是 说 , SA) e A E 
AS=S5-5S4=0: 否 则 ,对 任何 自然 的 不 可 逆 绝 热 过 程 , As > 0. 这 就 大 


这 里 仅 当 过 程 可 逆 时 等 号 成立. 

这 里 对 词汇 “可逆 ”和 “不 可 逆 ” 做 一 些 说 明 . 可 逆 过 程 是 指 由 控制 变 
量 的 一 些 无 限 小 变化 而 可 以 精确 返回 的 过 程 . 就 此 而 言 , 可 逆 过 程 古 一 个 
准 静 态 热力 学 过 程 , 该 过 程 进 行 得 足够 任意 地 缓慢 , 在 每 一 阶段 整个 系统 
处 于 平衡 态 . 换 句 话说 , 一 个 可 逆 过 程 是 在 平衡 态 流 形 中 进行 的 . 由 于 这 
些 平衡 态 仅 由 少数 几 个 变量 表征 , 任何 这 样 的 过 程 可 以 通过 控制 这 些 变量 
而 逆向 返回 , 因此 命名 为 “可 逆 ". 另 一 方面 , 目 然 过 程 通过 许多 更 为 复杂 
的 非 平衡 态 超 出 那个 平衡 态 流 形 . a A, 对 于 这 些 非 平衡 态 , 需要 大 量 效 目 
的 变量 (可 能 是 系统 所 有 粒子 的 坐标 ) 表征 它们 . 如 果 不 控 制 所 有 这 些 变 
量 (在 一 般 情况 下 , 这 是 不 可 能 做 到 的 ), 在 试图 逆转 这 一 过 程 后 将 观测 到 
系统 会 通过 态 空 间 中 的 相同 点 , 这 是 高 度 不 可 能 的 . 因此 , 这 个 过 程 是 “不 
可 逆 ” 的 . 

IER Š S(E,X) 称 作 (entropy). 如 已 经 说 明 的 , 可 逆 绝 热 过 程 的 
hij AB A. 还 要 注意 到 , ME — PAS A (function of state). 2X RE A XT 
FRE Al X Pe TE BY Hb Be AS BY VA EO. 这 样 的 态 是 热力 学 平衡 态 . MIL 


ds = (sz) as+ (ox) :ax 
其 中 第 二 项 是 (OS/OX1)dX, + (OS/OX2)dXo+--- 的 缩写 . 对 于 可 道 过 程 , 也 
H 
dE = (dQ )rev + f -d X. 
因为 可 逆 性 , 这 里 的 “ 力 ” 了 是 系统 的 一 个 性 质 . 例如 , 在 平衡 态 , 外 界 施加 
的 压强 pext 和 系统 的 压强 p 相等 . 
综合 上 面 的 两 个 方程 , 有 


OS OS OS 
8 = (55), om + |(sx), + (se), 让 ax 


对 于 可 逆 绝 热 过 程 , dS, (dQ)rev WAS. 因为 上 述 方程 对 于 所 有 可 逆 过 程 
( 即 所 有 连接 平衡 态 流 形 的 位 移 ) 必定 成 立 , 则 它 对 于 可 逆 绝 热 过 程 必 有 定 成 
VE. 为 确保 这 种 行为 ,上述 方 程 方 括号 中 的 项 必 恒 等 于 零 , 因此 有 


HO- 
x) =- JE) .1 
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注意 到 该 方程 中 涉及 的 所 有 量 都 是 态 图 数 . 因此 , 对 绝热 和 非 绝 热 过 程 , 等 
式 均 成 立 . 
FRI S HEX F EF BY Pa a HS ek Br, BN (OS/0E)x>0 MA (OE/OS)x> 
0. 后 者 定义 为 温度 T, 即 
(OE 
r= (22) >0 


以 后 我 们 会 看 到 , 这 样 的 定义 与 温度 的 物理 含义 是 一 致 的 . 注意 , 因为 五 
和 5S 都 是 广 延 量 , 温度 人 是 强度 量 (intensive quantity). 也 就 是 说 , 温度 了 是 
与 系统 的 大 小 无 关 的 . 

将 上 面 两 个 方程 合并 , 有 


OS a i 
ax), T 
on OS OS 
as = (Sz) a+ (sx) ax 
因此 有 
_1 f 
dS 三 一 Q 一 T` dX 
或 者 


dE =TdS + f-dX. 


根据 这 一 方程 , 平衡 态 的 能 量 可 以 由 5S A X RIE, 即 
E = E(S,X). 
本 区 中 市 框 的 方程 是 热力 学 的 基本 关系 , 它们 构成 了 热力 学 第 二 定律 
的 数学 表述 . 
练习 1.2 一 根 橡皮 市 的 状态 方程 是 


9E\ 1? 1/L\? Do 3 
= Í, 一 一 一 = — ——— Oo 一 一 
5 OY (=) Lov E (=) E A E Lo = nlo, 


2 
S = Love’?! — Loy 3 (=) +3) Lo = nlo, 
其 中 7,1o,0 都 是 常数 , 工 是 橡皮 带 的 长 度 , 其 它 符 号 均 有 通常 的 含义 . WE 
面 的 两 个 方程 哪个 更 符合 实际 ? AHA? 对 于 所 选 的 状态 方程 , 导出 张力 
fT F Lin 的 依赖 关系 , 即 确定 f(T, L/n). 


ig 
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81.3 第 二 定律 的 变 分 表述 


第 二 定律 的 一 个 有 用 形式 , 且 是 与 涨 落 的 能 量 关 系 最 密切 相关 的 形式 
可 以 通过 考虑 这 样 的 一 个 过 程 推导 出 来 , ERAP EM X PRT, HE 
静态 地 施加 一 个 内 约束 (internal constraint). 

内 约 东 是 这 样 的 约 东 , 它 与 广 延 变量 耦合 , 但 不 改变 这 些 广 延 变量 的 
总 值 . 例如 , 考虑 示 于 图 1.3 的 系统 . BV = VO +V 可 以 通过 移动 右 
边 的 活塞 来 改变 , 但 这 个 过 程 并 不 相应 于 施加 内 约束 . 相反 地 , 可 设想 移动 
系统 内 部 的 活塞 . 这 需要 做 功 , 系统 的 能 量 将 因此 而 改变 , 但 是 系统 的 总 体 
只 将 不 改变 . 这 第 二 个 过 程 确实 相应 于 施加 内 约束 . 


G1 
Ta | y 4) 


4, 
图 1.3 说 明 内 约束 含义 的 复合 系统 


记 住 内 约束 的 这 个 定义 , 考虑 示 于 图 1.4 中 的 这 类 过 程 . 系统 最 初 处 
于 平 街 态 , 有 S= S(E,X). 之 后 , 施加 一 个 内 约 东 , 这 个 系统 被 可 道 地 带 
人 一 个 受 约 东 的 平衡 态 , 它 有 相同 的 EE 和 外 ,但 炉 为 5' = SE, X; AAR). 
在 忆 一 基 平 面 上 的 态 是 无 内 约束 的 平衡 态 流 形 . 施加 内 约束 将 使 系统 离 
开 该 流 形 . 当然 , 这 需要 做 功 , 在 过 程 中 没有 能 量变 化 的 要 求 也 意味 着 必须 
有 热量 的 流动 . 


内 约束 


关 掉 内 约束 后 


到 约束 平衡 发 生 的 自然 过 程 


态 的 准 静态 
过 程 


Ay S(E, X) 的 平衡 态 
图 1.4 BRAZA REE A ot EP AY ME 


在 达到 并 继续 体 持 这 个 约束 状态 后 , 我 们 将 绝热 地 孤立 该 系统 . 之 后 ， 
让 我 们 想象 当 突 然 去 抒 内 约束 将 会 发 生 什 么 . PAS EEN E M X 
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FAR hh th RE AAS 的 初 态 , 如 图 1.4 所 示 . 仅仅 考虑 该 循环 过 程 的 
最 后 一 步 , 由 第 二 定律 可 知 精 变 是 正 的 , 也 就 是 ， 


S-S > 0. 


或 
S(E, X) > S(E, X; AAR). 


换 句 话说 , 平衡 态 是 S(E, X; AAR) 有 整体 最 大 值 的 态 . 

这 个 变 分 原理 提供 了 一 个 有 力 的 方法 , 由 此 可 从 热力 学 第 二 定律 导 
出 许多 结果 . 它 显 然 提 供 了 一 种 计算 规则 , 可 以 解决 我 们 提出 的 作为 热力 
学 首要 任务 的 问题 . 为 了 看 出 缘由 , 考虑 图 1.5 的 例子 . 我 们 可 以 发 问 : 制 
备 系统 使 其 初始 时 能 量 巨 中 有 Ex, 分 配 在 子 系统 1, 而 Ey 分 配子 系统 
2 中 , 那么 能 量 的 最 终 分 配 如 何 ? 也 就 是 说 , 当 系 统 平衡 时 , EO 和 EO 的 
全 各 是 多 少 ? 答案 就 是 : EO 和 EO 就 是 在 受到 约束 BO + E” = 万 时 使 
S(E, X: E®, BE?) 取 最 大 值 的 那些 值 . 


FATRA (1) 和 (2) 的 导热 壁 
图 1.5 示例 性 的 复合 系统 


烂 最 大 原理 有 一 个 推论 , 就 是 能 量 最 小 原理 (energy minimum principle). 
为 了 于 出 这 个 推论 , 我 们 考虑 前 面 所 画 出 的 复合 系统 , AS BD 和 BO) RK 
示 平 衡 时 能 量 的 分 配 . ee Dc De SSR 


S(E“) — AE, X) + 5(B@ + AE, X”) < S(E® + B@ x 4 X), 


这 里 , 量 AE 是 从 子 系统 1 移出 并 放 人 子 系 统 2 的 能 量 值 . 如 不 等 式 所 表 
示 的 , ORF AY Be BE BB OP BCR a. 注意 , EA E AA KE 
时 , RITER TAES SE ee SS, 因此 我 们 简单 地 将 两 个 分 离 的 子 系 
256, AY Ae AA. 
现在 回想 5 是 五 的 单调 递增 因数 ( 即 温 度 为 正 ), 因此 , “4 AE 40 AY, 
有 能 量 
E < EW + B®) 
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使 得 
S(E® 一 AB, X) + S(E@ + AE, KY) = S(E, X +X), 
换 句 话说 . 我们 可 以 想象 在 恒定 的 总 SAX PRINAAR, 这 样 的 过 程 必 
将 提高 该 系统 的 总 能 量 . 这 就 是 说 , E(S, X) 是 ES, X; AAR) 的 一 个 整 
体 最 小 值 . 这 个 表述 就 是 我 们 已 经 提 过 的 能 量 最 小 原理 . 
极 值 原理 第 常用 偶 离 平衡 态 的 数学 变 分 表述 . 对 这 样 的 变 分 , 我 们 用 
一 个 磁 勒 级 数 来 与 出 AL, 


AE = E(S,X;8Y) — E(S,X;0) = (SE)sx + (6°E)s x+, 


其 中 8Y 表示 因为 施加 内 约束 而 引起 的 内 部 广 延 变量 的 变 分 或 者 分 配 , H 


(Sr) sy 
ƏY J sx|,_, 


1 /O°E | 
2 (ar) ax, OPS 


Y =0 
对 偏离 SY = 0 的 平衡 态 流 形 的 任意 小 变 分 , (采用 这 种 记 法 ) 上 面 所 引 的 
原理 为 


(8E)s x = 一 阶 变 分 偏 移 = 


(82E)s,x = 二 阶 变 分 偏 移 = 


(BE)sx 2 0, 


对 于 偏离 稳定 平衡 态 的 任意 小 变 分 则 有 (AB)sx > 0. KWH, A 
(AS)gx < 0. 


81.4 应 用 : 热力 学 平衡 与 温度 


热力 学 第 二 定律 变 分 形式 的 有 益 使 用 不 仅 为 热平衡 建立 了 判 据 , 而 且 
将 积分 因子 了 与 我 们 实际 上 设想 为 温度 的 性 质 等 同 起 来 . 

考虑 图 1.6 所 示 的 系统 , 可 以 提 这 样 一 个 问题 : 在 平衡 时 , TW 和 TOA 
之 间 有 怎样 的 联系 ? 为 了 得 到 答案 , 设想 由 于 内 约束 在 平衡 附近 产生 小 的 
位 移 . ARRENDE 


(O6S)ex <0. 
AF E= FO 4 EO 在 位 移 时 是 一 个 常量 , 则 有 


bE) = —8E(2. 
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EY, rey. gt) Be) 7) g@) 


(1) (2) 


热 导 体 
图 1.6 热 守 系统 
另外 , 由 于 5S 是 一 个 广 延 量 
S = SW + 5%) 


于 是 
òS =8 SH +657 


as as) 
> à (1) mm(2) 
- ( 5) Of"! + (sam) 好 
1 1 D. 
= Com TG 75) 5p 


其 中 在 最 后 一 个 等 式 中 我 们 注意 到 
aS\ 1 
(ae) T 
并 应 用 了 5BE0 = -EO 这 个 条 件 . 因此 , 对 所 有 ( 正 的 或 者 负 的 ) 小 的 变 


分 bE), 有 
(a5 - aa) 6B) <0. 
这 个 条 件 能 成 立 的 唯一 方式 是 , 在 平衡 时 


注意 我 们 在 导出 温度 相等 的 平衡 条 件 时 所 采用 的 观点 : 假设 系统 处 
于 平衡 态 , 通过 施加 内 约 东 扰动 系统 来 了 解 那个 态 . 接着 分 析 系 统 对 扰动 
“ye 通过 与 热力 学 第 二 定律 的 比较 得 出 关于 开始 所 考虑 的 平衡 态 的 结 

论 . 这 种 类 型 的 过 程 非常 有 效 , 是 我 们 将 经 常 使 用 的 . 从 本 质 意义 上 讲 , E 
和 实验 观察 的 本 质 紧密 联系 在 一 起 . 特别 地 , 如 果 我 们 设想 一 个 真正 的 实 
验 来 探测 平衡 系统 的 行为 , 这 个 实验 一 般 都 会 包括 观测 系统 对 于 所 施加 的 
扰动 的 啊 应 . 

按照 这 样 的 步骤 , 我 们 已 经 根据 第 二 和 定律 证 明了 热平衡 判 据 是 , 两 个 
相互 作用 的 子 系 统 的 温度 相等 . 在 证 明 中 我 们 使 用 了 信 变 分 原理 . 你 可 以 
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根据 能 量变 分 原理 来 证 明 相 同 的 结果 . 
练习 1.3 给 出 该 证 明 过 程 . 


下 面 我 们 改变 观点 , 当初 始 时 系统 并 不 处 于 热平衡 , 即 初始 时 TO F 
TO, 考虑 将 会 发 生 什 么 . mA, 在 达到 热平衡 时 两 者 温度 将 变 为 相等 , 要 
问 的 问题 是 : 这 个 平衡 将 是 如 何 发 生 的 ? 

为 回答 这 个 问题 , 再 应 用 第 二 定律 , 这 次 注意 到 通 疝 平衡 的 过 程 是 日 
然 过 程 , ACE AS 是 正 的 (Bl ds > T-'dQ, 且 对 于 整个 系统 AQ 为 零 ). 
于 是 

AS + AS) = AS > 0. 
因而 有 (假设 差 值 是 小 量 ) 


2 ) as(2) 
AE + ( ) AE” > 0. 
(35). OE) j 


或 者 注意 到 AE = -—AE® WR (85/8E)x =1/T, 有 
(zo n aa) AE”) > 0. 
现在 假设 TY >TO 那么 为 了 满足 该 不 等 式 , 有 AE” <0. 类 似 地 , 如 果 
TY < T”, BAMA ABO > 0. 于 是 我 们 恰恰 证 明了 能 量 是 从 热 的 物体 
流 问 冷 物体 的 . 
因此 , 总 皆 起 来 , 热量 是 由 于 温度 梯度 引起 的 那 种 形式 的 能 量 流 , IF A 
是 从 热 处 (AI T) iat ee Ab ARKI T) AN. 
由 于 热流 与 温度 变化 是 密切 相关 的 , 所 以 引进 热 容量 (heat capacity) 来 
量化 它们 的 关系 是 非常 有 用 的 . 对 于 准 静 态 过 程 , 可 以 定义 
c3 dQ/T ds 


= TÆ = TZ. 

dT dT dT 
当然 , 我 们 应 该 实际 指明 这 些微 分 变化 发 生 的 方向 .习惯 的 可 操作 的 定义 
是 

‘as 
"(名 
f ar ) , 

All 


nf OS 
x=? (Gr), 


由 于 5 是 广 延 的 ,Cy 和 Cx 是 广 延 的 . 


O BIJA 假设 你 有 两 块 橡 皮带 , 每 一 块 都 满足 练习 1.2 中 所 研究 的 状 
态 方程 . 第 一 块 的 温度 , 摩尔 长 度 和 物质 的 量 分 别 为 TD), 1 fon), 同样 
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的 , 第 二 块 相 应 的 是 TO 12 Pn., 如 果 它 们 保持 在 恒定 长 度 , Likiti 
接触 , 试 确定 这 两 块 橡皮 带 最 后 的 能 量 和 温度 (作为 这 些 初始 热力 守 性 质 
的 函数 ). 忽略 与 环境 的 热 对 流 和 质量 流 . 


81.5 辅助 函数 和 勒 让 德 变 换 


在 前 面 几 节 中 ,我 们 已 经 介绍 了 对 任 一 系统 的 宏观 热力 学 进行 分 析 所 
必需 的 所 有 原理 . 然而 , 通过 引入 某 些 数学 概念 和 方法 , 在 很 大 程度 上 可 实 
现 进行 分 析 时 的 便捷 性 . 我 们 在 这 里 和 本 章 余 下 各 节 所 要 学 的 技巧 也 会 
很 大 程度 地 提高 我 们 在 进行 统计 力学 计算 时 的 计算 灵巧 性 . 

这 些 方法 中 的 第 一 个 是 勒 让 德 变换 (Legendre transform) 程序 . 为 看 出 
为 什么 这 个 方法 是 非常 有 用 的 , 我 们 使 用 可 逆 功 微分 的 特定 形式 ,它们 适 
全 于 通常 在 生物 学 和 化 学 中 所 人 研究 的 系统 . 在 这 个 实例 中 , 对 于 可 逆 位 移 ， 
有 


f -dX = —pdV + X uidn;, 

IP p ERIE, V 是 系统 的 体积 , ni 是 物质 i (A r 种 物质 ) 的 物质 
的 量 , 而 pi 是 物质 ;的 化 党 势 (chemical potential). 化 学 努 是 通过 上 面 的 方 
程 定 义 的 . 它 是 指 在 保持 所 有 其 它 物 质 的 物质 的 量 , 5 和 V 不 变 的 条 件 下 ， 
改变 物质 i 的 物质 的 量 n; 时 所 引起 的 内 能 的 可 闭 变 化 率 . 如 同 在 第 二 章 和 
第 三 草 将 要 强调 的 , 正 像 温 度 控制 着 热平衡 , 化 学 势 是 控制 质量 或 粒子 平 
衡 的 强度 性 质 . 实际 上 , 我 们 可 以 发 现 化 学 势 的 梯度 将 诱发 质量 的 流动 或 
者 原子 和 分 子 的 重新 排列 , 而 没有 这 样 的 梯度 就 可 以 确保 质量 的 平衡 . 不 
同 相 的 物质 和 不 同化 学 物质 间 的 平衡 的 建立 就 是 通过 原子 和 分 子 的 重新 
排列 的 方式 实现 的 . 因此 在 吐 穿 本 书 的 很 多 问题 的 讨论 中 , 化 学 势 都 将 起 
着 重要 的 作用 . 


练习 1.5 考虑 如 图 1.7 所 示 的 系统 , 子 系统 [TI 和 HI 之 间 的 活塞 可 以 使 
物质 1 透 过 ,而 不 能 使 物质 2 透 过 ,施加 压强 pa 把 活塞 置 于 适当 位 置 . 施 
加 压强 p 将 另 一 个 活 赛 置 于 适当 位 置 , 该 活塞 可 使 物质 2 通过 而 不 能 使 
物质 1 通过 . 注意 到 ,平衡 时 , pa = pu — pr, pp = pu — pum. HA, 在 适当 的 约 
R (例如 , 用 绝热 壁 包 围 系 统 ) 下 , 通过 控制 压强 pa, pp 产生 作用 于 系统 的 
可 递 机 械 功 就 是 与 改变 子 系 统 I 工 的 浓度 变量 相 联 系 的 可 北 功 . 你 能 不 能 
想到 其 它 的 装置 ,使 可 北 功 可 以 与 系统 中 物质 的 量 的 改变 相 联系 ? 
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Pa 


Thy i Mls 


图 1.7 说 明 机 械 功 如 何 与 物质 的 量 的 变化 相关 联 的 复合 系统 
注意 到 .dX 的 形式 , 我 们 有 


dE = TdS — pdV + Ñ ` pidni. 
i=] 

于 是 , E = E(S, V, ni, ,nx) RES, V An, 的 自然 函数 . 因此 , 从 变 分 原 
FH (AE)s vn > 0 M (SE)svn > 0, 我们 可 以 得 到 用 S, V 和 mw 所 表征 的 平衡 
态 的 一 些 事 实 . 但 是 , 现在 假设 有 一 个 实验 者 坚持 用 了 T,V Al n KEA 
单元 系统 的 平衡 态 . 问题 是 : 这 种 表征 方法 是 否 可 行 呢 ? 如 果 可 行 , 类 似 于 
E, 但 又 是 T,V Al n 的 自然 肾 数 的 那个 热力 学 函数 是 什么 ? 

通过 考虑 勒 让 德 变 换 可 以 得 到 上 述 问 题 的 答案 . 现在 就 来 讨论 这 个 问 
题 . 假设 f = f(z1,… ,zn) 是 zf1,… ,zn 的 一 个 自然 函数 ,那么 就 有 


df = UidTi, b= & 


g =f- 于 Wii 

i—r+1 

TL 
dg =d f — X. [WidZzi + zidui] 
t=r+1 
T TL 
= 》 uidzi + 5 (一 了 Ti )du,. 

t=] ti 一 十 1 


因此 , g = g(£1, -© Zm Ur+l 5 Un) FE 21, ,zr 以 及 ze ,zn MERE 
BERD urti, un 的 一 个 自然 晒 数 . 函数 g 称 为 函数 六 的 勒 让 德 变 换 . 此 恋 
换 将 对 trpis ,zn 的 依赖 关系 变换 为 对 wy1,… ,un 的 依赖 关系 . 很 明显 ， 
这 种 类 型 的 构造 为 引入 TY 和 的 自然 函数 提供 了 一 个 方案 , 因为 了 不 
过 是 5 MSE GG ae i. 但 是 为 使 方案 对 于 前 面 提出 的 问题 提供 一 个 满意 的 
解答 , 勒 让 德 变换 gz Er urn un) 则 必须 比 f(z1,.… ,za) 包含 不 
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多 也 不 少 的 信息 . 只 要 注意 到 总 可 以 回 到 原来 的 图 数 f(T1,… an) MED 
地 建立 了 这 种 等 价 性 . 从 几何 观点 看 , 上 述 观察 相应 于 这 样 的 事实 , 即 在 相 
差 一 个 第 数 的 范围 内 ,一 个 销 数 可 以 等 价 地 表示 为 一 族 切 线 的 包 络 ,或 是 
满足 /= f(z1,… an) IAB Be. 

H TET, V Al n 的 一 个 目 然 负数 ,我 们 从 EE(5,V,n) 中 减 去 量 Sx(5 
的 共 恩 变量 ) = ST. 因此 , 我 们 令 


A=E-TS = AT, V.n), 


ix BK OA KH HE HE k g h AE (Helmholtz free energy). 显然 . 


dA = —SdT' — pdV + S dni 
AW LE es EPR ID AE KT 3S PRP AT SE et A A SFE BY at. 然而 , 在 
Ay R “PAE SE Bo BE tee MF J) AY) 2S HR ERA ID HE HE A. 例如 , 因为 (5S, V.n) 
提供 了 足够 的 信息 来 表征 一 个 平衡 态 , 所 以 (T, Vin), (S,p,n) 和 (T,p,n) 
也 是 如 此 . 但 是 , (p,V,n) 或 者 (S,T,p) 是 不 能 表征 一 个 状态 的 变量 集 
的 例子 . 在 讨论 热力 党 目 由 度 及 言 布 斯 相 律 时 我 们 将 再 重新 回 到 这 一 点 
Alek: = 
其 它 可 能 的 勒 让 德 变 换 有 
G =E— TS—(—pV) 
=E— TS+pV =G(T,p,n), 
以 及 
H =E —(-—pV)=E+pV 
=H (S, p, n), 
它们 分 别称 为 吉 布 斯 自由 能 (Gibbs free energy) 和 烩 (enthalpy). 它们 的 微 
分 分 别 是 | 
dG = —SdT + Vdp + X` pidni, 


i=] 
以 及 | 
dH = TdS + Vdp + Y` pidn;. 


i=] 
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练习 1.6 构造 精 的 勒 让 德 变换 , RHE] BMH (1/T,V,n) 以 及 (1/T, 
V, u/T) 4 B® Bh aK. 


5 i Bh eK H, A 和 G 相关 联 的 变 分 原理 是 


AH)spn > 0, (ÖH )s pn 2 0, 
(AA)Tvn > 0, (A)T Vn 20, 
AG)rpn>0, (8G)rp.n > 0. 


A, 


ie 


练习 1.7 试 导 出 这 些 原 理 . 


在 第 二 章 , 我 们 将 利用 这 些 第 二 定律 的 不 同 表 述 来 导出 表征 稳定 平衡 
态 的 条 件 . 


81.6 ”麦克 斯 韦 关 系 
借助 这 些 辅助 函数 , 许多 不 同类 型 的 测量 之 间 可 以 相互 联系 起 来 . 例 
如 , 考虑 


(OS/OV) 7, 
它 意 味 着 将 SAWEE V, T, n 的 函数 


为 了 分 析 这 个 导数 , 我 们 先 来 看 关于 T,V 和 的 自然 函数 的 微分 : 
dA = —SdT — pdV + udn. 


注意 到 , 如果 df = adz + bdy, WA 


(2) (2) 

dyja ðr A 

( ) ) 
OV = OT _ 


这 就 是 麦克 斯 韦 关系 (Maxwell relation). 
作为 妨 外 一 个 例子 , 考虑 (OS/OP) 7 这 要 求 将 5 看 作 关于 p,T,n BY wR 
数 . 因此 分 析 G 的 微分 ， 


所 以 , 4 的 微分 意味 着 


dG = —SdT + Vdp + udn. 
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再 一 次 注意 到 如 果 adz +bdy 是 恰当 微分 , 则 有 (=| — (2) 因此 .由 
G 的 微分 可 以 得 到 另 一 个 麦克 斯 韦 关系 


(a)na 5 (aF) 
Op Tn OT "i 


下 面 的 两 个 例子 进一步 说 明 这 些 方法 , 并 用 以 表明 热学 实验 是 如 何 与 
状态 方程 的 测量 密切 联系 在 一 起 的 . 
例 1. 令 


则 有 


练习 1.8 对 (BCp/6p)r 推 寻 类 似 的 公式 . 


OS 
= (sr). 


将 5 看 作 变 量 T,V fon to BK, 则 有 


(dS), = (S) P (dT) + 元) (dV), 


fil 2. 4 


由 此 可 得 
CO 
OT p,n OT Vin OV Tin OT n,p | 
= 1 l O OV 
E p eia ZE 
TO E T°" (or), HR 
其 次 , 注意 到 
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练习 19 证 明 上 述 公 式 | 提示 ; 将 2 看 作 关于 hy OHH, az 
(0z/Ox), dx + (0z/Oy), dy.| 


(ar), (ar), (ar) 
OT in WV] rn \OT) an’ 


2 
Op OV 
pm (sr)... Gr). 


这 就 是 将 热 容 量 和 等 温 压 缩 认 以 及 热 胀 系数 相 联 系 的 著名 结果 上 


81.7 T AAAA pH -itta h H 

我 们 已 经 讨论 了 “ 广 延 ”的 涵义 . 特别 的 , 如 果 一 个 宏观 性 质 与 系统 的 
大 小 线性 地 相关 , 那么 它 是 广 延 的 . 记 住 这 个 含义 , SES DERMAL E 
IR Fe On fo) HK FEES HE eR AY S AX AY. 显然 ,对 于 任意 的 入 


可 得 


TŽ, 


E(AS, AX) = XE(S, X). 


由 此 , E(S, X) de S Al X WY— Br FF RK B & (first-order homogeneous function)’. 
FAT VRE Se HH Fak HE wR AC — TS ne BR, 然后 用 这 个 定理 导出 吉 布 斯 - 杜 恒 
方程 (Gibbs -Duhem equation). 

首先 , 假设 f(z1,… ,zn) 是 zi,zn 的 一 阶 齐 次 图 数 . © u = Ari, 则 
有 


OU1 ,Un) 


注意 , FRERE Kr 和 热 胀 系数 a 分 别 定 义 为 


m 1 (>) K 1 (>) 
a Rr Lae 3 m7 Lo ' 
V NOT / pin V \ Op Ta 


它们 均 是 实验 可 测量 . 用 a, Kr 表示 时 , 有 


TVa* 
Cp — Cre 一 
Ar 


一 译注 
2— AS n 阶 齐 次 函数 是 使 得 f(Xz) = X"f(z) 的 函数 . 


§1.7 广 延 函数 和 吉 布 斯 - 杜 恒 方 程 


但 是 我 们 也 知道 


内 而 


(35), E i=l (on) (3 ). | 2 E. k 


联 立 方程 (a) 和 (b), 对 于 所 有 的 和, 我们 可 以 得 到 


Th a 
Hanta ta) = (3) m 


i=l 


取 入 =1. 我 们 有 


fenaa an) = (SE) Li. 


t=] 
这 就 是 所 称 的 一 阶 齐 次 图 数 的 欧 拉 定理. 
练习 1.10 FB n PFR AA EME., 
H F E = E(S, X) i BITIR Ay R, FAK Fi E E nj FE 


ðE ðE 
万 二 | -一 = xX. 
(55). s+ (3x). X=TS+f-X 


像 前 面 两 市 一 样 , 现在 限定 于 下 列 特定 形式 


f -aX = -pdV + >》 nidn. 
i=] 
F 
dE = TdS — pdV 十 》 pidn;. 
i=] 
MA E= E(S, V, ni; ,nr). 运用 欧 拉 定理 可 得 


E=TS—pV+ Yhini. 


i=] 


注意 到 此 公式 的 全 微分 为 


dE = TdS + SAT — pdV — Vdp + X [pidn; + nidpi]. 


i=l 
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通过 比较 方程 (d) 和 (c), 我 们 得 到 


0 = Sd? — Vdp + So nid ji. 


这 就 是 吉 布 斯 - 杜 恒 方 程 . 
现在 对 吉 布 斯 自由 能 应 用 一 阶 齐 次 图 数 的 欧 拉 年 理 ， 


C 一 已 一 了 9 十 DY 
一 (rs 一 DV + Yoman) — TS + pv 
i=] 
= mini. 
i=] 


于 是 对 一 个 单元 系 , u 即 为 摩尔 吉 布 斯 目 由 能 G/n. 
结果 G = F Hii 是 下 列 一 般 结 果 的 特例 ， 
i=] 


X(T, p; ni, Tr) =) Tini, 
i=l 
其 中 的 和 当 用 T,p 和 n 表征 态 时 是 广 延 图 数 , 并 且 x; 是 偏 摩 尔 (partial 


molar) X, Ri 


i= = Pi, n,n, Tip). 
i & Tp,n; | | r} 


结果 X = Y ain; 可 由 欧 拉 定理 直接 予以 证 明 , 因为 在 温度 了 和 压强 p l 
定时 , X(T, p, ni, ,nr) 是 物质 的 量 的 一 阶 齐 次 图 数 , 


X(T, p, An}, as ,Anr) = AX(T, p, ni1,* ;Tur ). 


81.8 强度 函数 
强度 因数 是 广 延 变量 的 零 次 齐 次 图 数 . 例如 ， 
p= p(S, V, ni ,nr) = p(AS, AV, Ani, +++ , Anr). 


练习 1.11 wR FY 是 广 延 量 , 试 证 明 X/Y 和 AX/OY AREF. 


这 个 方程 对 任意 入 均 成 立 . SAT Han tnt e tn = 总 物质 的 量 = nn 
则 有 
p = p(S/n, V/n,21,2%9,°°- Trh, 
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其 中 zi = ni/n 是 组 元 i 的 摩尔 分 数 . 但 是 不 同 的 xz; 并 不 是 完全 独立 的 , A 


为 
r 
l= D ti 
i=l 
于 是 ， 
J Ee 2) — Ta — +++ — Spy), 


上 式 证 明了 这 样 的 结论 : 当 需 要 2+r 个 广 延 变量 确定 平衡 系统 的 一 个 广 
延性 质 的 值 时 , 仅 需 要 ”+1 个 强度 变量 来 确定 其 它 强度 变量 的 值 . 


图 1.8 一 个 大 气压 下 水 的 摩尔 体积 


AA BEM r + 2 减少 到 r+ 填 1 只 不 过 说 明 强 度 性 质 与 系统 的 大 小 无 关 . 
因此 , 一 个 表征 系统 大 小 的 变量 , 在 确定 系统 的 广 延性 质 时 是 必要 的 , 但 在 
表征 强度 性 质 时 是 不 需要 的 . 

在 如 此 这 般 讨 论 后 , 有 一 个 小 的 疑惑 , 它 的 解决 提供 了 一 个 有 益 的 说 
AA: 如 来 一 个 单元 平衡 系统 的 一 个 强度 性 质 可 由 男 外 两 个 强度 性 质 所 表 
征 , 怎样 解释 示 于 图 1.8 中 所 出 现 的 液态 水 的 实验 行为 ? 温度 了 不 是 由 指 
E (V/n) = v* Al p= latm 而 唯一 确定 的 . 对 这 个 表 观 的 伴 廖 的 解释 是 , pz 
和 V ye FE YEE at, 因此 , (p, Vn) 不 能 唯一 地 表征 一 个 平衡 态 . 但 是 , (p,T,m) 
确实 表征 一 个 态 , (v,T,n) 也 是 如 此 . 这 样 , 我 们 应 该 可 以 由 p 和 T 工 唯一 地 
确定 v, (v, T) 应 该 确定 p. 上 述 实 验 曲 线 与 这 个 预期 并 不 矛盾 . 

这 个 疑惑 说 明了 使 用 非 共 轻 变 量 表征 平衡 态 的 重要 性 . 


附加 练习 
1.12. 考虑 一 条 受到 张力 f 的 长 为 工 的 橡皮 带 . 对 平衡 态 之 间 的 位 移 有 
dE = TdS + fdL + udn, 


其 中 几 是 橡皮 市 的 化 学 势 , 是 橡皮 带 的 质量 或 者 物质 的 量 . 导出 橡 
皮 刘 的 类 似 于 吉 布 斯 - 杜 恒 方程 的 方程 . 
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1.13. 假设 橡皮 带 的 状态 方程 为 妃 =0S271/n2, 其 中 日 是 常数 ,了 是 橡皮 带 
的 长 度 , 其 它 符 号 有 通常 的 含义 . AAF uT, Lin), 并 证 明 该 状态 
方程 满足 一 个 类 似 于 吉 布 斯 - 杜 恒 方 程 的 方程 . 

1.14. 对 于 一 个 单元 p 一 V 一 n AK, 证 明 


w) (% 
Dv “ae Ov 7 


其 中 心 是 摩尔 体积 .| 提示: 证 明 du = —sdT + vdp, EP s LER, 
1.15. 对 于 一 个 p 一 VV 一 n 系统 , 构造 炳 的 勒 让 德 变 换 , 变换 后 的 函数 是 
(1/T,V,n) # (1/T, V, u/T) 的 自然 函数 . 对 于 单元 系统 , 试 证 明 


(55) any ~~ (oe) yy i)a BH), t (本) 
ag BuV On BV OO BV fade) nV AB 


其 中 B=1/T. 

1.16. 假设 一 特定 类 型 的 橡皮 带 的 状态 方程 为 L=Of/T 其 中 1 是 橡皮 带 
的 单位 质量 长 度 , f 是 张力 ,下 是 温度 ,8 是 常数 . 对 于 这 种 类 型 的 橡皮 
a, 计算 (cr/B1)r, 这 里 cl 是 单位 质量 的 定 长 热 容量 . 

1.17. 假如 将 一 条 橡皮 带 置 于 温度 为 THRO P, 突然 将 拉力 从 三 增加 
到 f+Af. 达到 平衡 之 后 , RR PHB ST +Afn) 将 会 与 其 初 值 
S(T, fin) 不 同 . 试 计 算 该 过 程 中 单位 质量 的 精 变 , 假设 橡皮 带 满足 练 
习 1.16 中 给 出 的 状态 方程 

1.18. 给 定 广 义 齐 次 函数 


f(A" a1, A"? ro, mn Aaga) = Af (21,22, = Zn); 


证 明 


_ (af af E | 
A, 2 ta +---+4,7, (起 ) = 了 ZI1…… ,Zn). 
”1] 


Th 


这 个 结果 就 是 在 正文 中 所 讨论 的 欧 拉 定 理 的 推广 . 在 相 变 理论 中 , 当 
推导 临界 点 附近 系统 的 所 谓 态 的 “ 标 度 "方程 时 , 该 定理 起 着 非常 重 
要 的 作用 . 


参考 文献 
Herbert Callen 开创 了 通过 一 系列 假设 进行 热力 学 教学 之 先河 , 这 些 假设 取决 于 


学 生 们 希望 了 解 一 些 原 理 的 统计 微观 基础 . 我 们 在 这 一 章 中 的 讨论 很 大 程度 上 受到 了 
Callen 的 书 的 第 一 版 的 影 啊 ， 
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H.B.Callen, Thermodynamics (John Wiley, N. Y., 1960). 

在 热力 学 的 传统 处 理 中 , RERA eB op tT A ih BE BY ABE a A = aE GB SE eZ 
以 宏观 观测 为 基础 的 . 这 里 有 两 本 体现 这 些 传统 方法 的 教材 : 

J.G.Kirkwood and I.Oppenheim, Chemical Thermodynamics (McGraw-Hill, N. Y., 
1960). 
以 及 

J.Beatte and I.Oppenheim, Thermodynamics (Elsevier Scientific, N. Y., 1979). 

初等 教材 总 是 有 用 的 , 下面 是 一 本 优秀 的 初等 教材 

K. Denbigh, Principles of Chemical Equilibrium, 3rd ed. (Cambridge University, 
Cambridge, 1971). 


第 二 草 


平衡 条 件 和 稳定 性 条 件 


在 本 章 中 , 我 们 将 推导 出 表征 宏观 系统 平衡 和 稳定 的 一 般 判 据 . 这 个 
推导 是 基于 第 一 章 中 已 经 介绍 过 的 步骤 . 特别 地 , 我 们 先 假 设 所 人 研究 的 系 
统 是 平衡 和 稳定 的 , 然后 我 们 研究 由 于 扰动 系统 离开 平衡 状态 而 产生 的 热 
力学 变化 或 者 啊 应 . 扰动 是 施加 所 谓 的 “内 约束 ”而 产生 的 . 也 就 是 说 , 通 
过 在 系统 内 重新 分 配 广 延 量 使 系统 离开 平衡 状态 . 根据 热力 学 第 二 定律 ， 
只 要 系统 最 初 是 在 一 个 稳定 的 平衡 点 , 这 个 过 程 将 导致 更 低 的 箭 或 者 更 珊 
的 (自由 ) 能 . 这 样 , 通过 分 析 这 个 过 程 的 热力 学 量变 化 的 人 符号, 我 们 得 到 与 
平衡 和 稳定 相 一致 的 不 等 式 组 . 这 些 条 件 称 为 平衡 和 稳定 性 判 据 . 

我 们 首先 讨论 平衡 判 据 , 并 证 明 例 如 在 整个 系统 中 TT,p 和 为 常数 年 
价 于 保证 箭 或 热力 学 能 量 相 对 于 广 延 量 的 分 配 取 极 什 . 为 了 区 分 最 大 值 或 
最 小 值 , 我 们 必须 继续 分 析 , 考虑 在 极 值 点 曲率 的 符号 . 在 这 种 过 程 中 的 第 
二 步 将 产生 稳定 性 判 据 ， 例 如 , 我 们 证 明 , 对 任何 稳定 系统 , (67/8S)v。 > 
0,(ep/V)rn 近 0 以 及 其 它 许 多 类 似 的 结果 . 特别 地 , 稳定 性 涉及 强度 量 相 
对 于 其 共 因 的 广 延 量 的 导数 的 符号 , 或 等 价 地 , 自由 能 相对 于 广 延 量 的 二 
阶 导 数 的 符号 . 当 在 第 三 章 中 论述 统计 力学 理论 时 , 我们 将 发 现 这 些 判 据 
(第 称 为 “ 凸 性 ”性 质 ) 可 以 视 为 统计 原理 , 它 将 热力 学 导数 与 动力 学 量 的 
方 均 涨 落 人 等同 起 来 . 

在 人 研究 了 平衡 和 稳定 性 的 几 个 热力 学 结果 后 , 我 们 将 这 些 判 据 应 用 到 
相 变 和 相 平 衡 的 现象 中 , 导出 了 元 劳 修 斯 -元 拉 珀 龙 方 程 和 麦 元 斯 韦 等 面 
FAA PE UM). 这 些 是 热力 学 关系 , 可 以 描述 例如 沸点 温度 是 如 何 由 与 液 气 相 变 
相关 联 的 潜 热 和 摩尔 体积 变化 确定 的 . 虽然 这 种 类 型 的 结果 是 有 深刻 见 
解 的 , 但 要 知道 , 对 相 变 的 全 面 理解 需要 统计 力学 的 处 理 . 相 变 是 微观 涨 落 
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的 结 来 , TEAR HE Te OL PF, 微观 涨 钞 共同 协作 导致 一 个 宏观 变化 . 这 种 合作 性 
的 解释 是 统计 力学 的 巨大 成 功 之 一 , 将 在 第 五 草 中 讨论 . 


§2.1 复 相 平衡 


为 开始 宏观 分 析 , 考 庶 一 个 非 均 匀 的 ( 复 相 ) 多 元 系统 . 每 一 个 相 包 括 
不 同 的 于 系 . 可 以 通过 改变 广 延 量 在 不 同 相 之 间 的 份额 实现 广 延 量 的 重新 
分 配 . 比如 , 由 于 能 量 Boe WE Et, 总 能 量 为 


E= BO, 
a=! 
其 中 a 代表 相 , v 是 这 样 的 相 的 总 数 . 能 量 的 重新 分 配 就 对 应 于 保持 总 能 
E EB ANAS MAE Et%. 

这 里 读者 可 能 注意 到 , 这 个 公式 忽略 了 与 表面 ( 即 各 相 之 间 的 界面 和 
系统 与 边界 之 加 的 界面 ) 有 关 的 能 量 . 这 种 对 表面 能 的 忽略 实际 上 是 一 种 
近似 . 然而, SARERA ( 即 宏观 的 ) 体 相 时 它 产 生 的 误差 是 微不足道 的 . 
这 是 因为 一 个 体 相 的 能 量 正 比 于 该 相 中 的 分 子 数 N, 而 表面 能 大 约 正 比 于 
N?/3. 这 样 , 表面 能 与 体 相 能 之 比 为 N3. 对 于 N ~ 1024 (1 mol 中 所 含 分 
于 数 ), 该 比值 可 以 忽略 不 计 . 当然 在 有 些 情 形 下 表面 是 很 重要 的 , 在 本 章 
的 最 后 我 们 将 给 出 表面 能 的 讨论 . 但 是 现在 , 我 们 关注 的 是 体 相 . 

th De Fa ai AY ATUL, 可 以 写 出 


Lf 


5= 》 8s% 
a! 
类 似 地 , 有 
V = yw， 
a>] 
LA Ke 


Lf 
cr 
li = 》 n. ) 
a=] 


其 中 n 为 在 a 相 中 物质 i 的 物质 的 量 . 然后 , 从 5E 定义 为 能 量 马 的 一 
阶 变 分 偏 移 , 有 


SE = > piagge — pay 十 Ia Sn”? | 
=] i=] 
平衡 条 件 是 
(SE)g Vn 之 U. 
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下 标 表 示 我 们 必须 考虑 这 种 过 程 , 在 对 SO, VO 和 nt 重新 分 配 时 保持 
总 的 S, V, mi 不 变 . S, V, ni ANE ESR 


> 55) = 0, 3 yv% = 0, 


a=! a=] 
以 及 
Sdn) =0，1=12… 
al 
考虑 示 于 图 2.1 中 v=2 的 情形 . 8, V, n 的 不 变性 对 应 于 
6s) = 一 595(2) 
gyi) = 8V2), 


以 及 
(1) _ (2) 


65 “=—§5 (9 
sy O= an 
én | ) =-6n | | 


SO y p 
Ha 
图 2.1 两 相 系统 


E S, V, n THEN ALE FP, BOY — Bi Be 


0 < (8E)svn, = (TY —T)8S™ — (ph — p@)av™ Du (1) _ u” dn (1) 


注意 : 对 所 有 可 能 的 任意 小 变 分 8s, 8V, ôn”, (SE) svn, > 0 必须 满足 . 
因为 这 些 变 分 是 独立 的 , 并 且 可 正 可 负 , 对 (5BE)Jsvnw > 0 ME— Ay PEAS AY fF 
就 是 


以 及 
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这 就 保证 了 对 平衡 的 小 侦 移 均 有 

(OF )s vn, = 人 0. 
注意 , 如 果 涨 落 限 定 只 能 取 一 种 符号 , 那么 平衡 条 件 是 不 等 式 而 不 是 等 式 . 
比如 , 如 果 SV 是 非 负 的 , 那么 我 们 已 概述 的 分 析 将 导致 要 求 p™ < p®). 


对 于 不 受 约束 的 变 分 或 涨 落 的 论证 很 容易 推广 到 任意 多 相 情 况 . 这 
PE, 例如 , 如 果 所 有 相 都 处 于 热力 学 平 衔 , 则 有 


TD = pl) = FR) =... 


如 果 它 们 处 于 力学 平衡 , 则 有 


pb 一 pí?) (3) =... 


以 及 如 果 它 们 都 处 于 质量 平衡 , 则 有 


l 2 3 
p =p = pO = 


p 


练习 2.1 进行 推广 证 明 这 些 结 采 ， 
也 可 以 推断 , 在 同一 均匀 相 中 7T,p 和 ji; 是 第 数 . 
练习 2.2 吐出 这 个 事实 . 


最 后 , 我 们 已 经 证 明 由 (5E)s,vn, > 0 村 出 一 组 平衡 判 据 . 我 们 也 可 以 证 明 
这 些 判 据 是 平衡 的 充分 必要 条 件 . 


练习 2.3 给 出 证 明 . 


在 这 里 , 我 们 暂且 先 对 化 学 势 的 
含义 以 及 重要 性 再 作 一 些 讨 论 . 因为 
uD = pD 保证 质量 平衡 , 故 研究 化 学 
势 风 的 梯度 将 产生 何 种 作用 是 非常 有 
趣 的 . 为 此 , 考虑 图 22 所 示 的 复合 系 
统 , 假设 制备 系统 使 初始 时 有 pe) > 
Ht， 质量 流动 将 使 系统 达到 pw? = 
ut) 的 平衡 态 . 如 果 该 过 程 中 对 总 系 
统 不 做 功 , 且 没 有 热量 流入 系统 , 则 对 趋 于 平衡 的 过 程 , 有 


AS > 0. 
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假定 对 平衡 的 俩 移 很 小 , 那么 
AS = zi An“) 一 B An® =- (EF 一 i) An”), 

其 中 An") = —An® 表示 在 该 过 程 中 子 系 (1) 的 物质 的 量 的 改变 . 于 是 , 如 
来 给 定 HU > pw Ml AS >0 意 味 着 An < 0, 即 物 质 将 由 化 学 势 高 的 
地 方 流 癌 化 学 势 jy 低 的 地 方 . 

可 见 化 学 势 梯度 (或 更 精确 地 说 , uw/T 的 梯度 ) 将 产生 质量 流动 . 从 那 
种 意义 上 说 , —V(u/T) 是 一 种 广义 力 . 类 似 地 , — (1/7) 是 导致 热量 流动 
的 广义 力 (参见 第 1.4 市 ). 这 种 其 梯度 引起 它 的 共 斩 变 量 流动 的 强度 性 质 
通常 称 为 热力 守 场 (thermodynamic field) ny WAH SK Fo (thermodynamic 
affinity). 

(EAA KREA I Ba — PPE, 注意 我 们 仅 设 想 物 质 在 系统 的 空间 
区 域 或 不 同 的 相 中 进行 重新 分 配 . 男 外 的 可 能 性 是 通过 化 学 反应 实现 的 
重 排 . 对 这 些 过 程 的 分 析 将 得 到 化 学 平衡 的 判 据 . 现在 , 我 们 将 此 分 析 留 
给 读者 作为 练习 . 然而 , 在 第 四 章 中 当 用 统计 力学 讨论 气相 化 学 平衡 时 , 在 
正文 中 我 们 将 完成 这 样 的 分 析 . 


82.2 稳定 性 


RY Und ES OF BT AS Tat EY Pr AAD 7] Ahi, 达到 稳定 平衡 的 条 件 是 (AE)sv， > 
0. 由 此 , XT AE Be) BY m, 有 (SE) svn > 0. 然而 , 在 前 一 节 中 我 们 发 现 ， 
对 于 无 约束 的 系统 (内 部 广 延 变量 可 以 在 正 负 方 向 涨 落 ), (5E)sv， = 0. 于 
是 , 处 于 以 及 接近 平衡 时 


(AE )s vin = (S°E)s vin + (S°E).,. +--+. 
XY FEAN ad FB, 因为 二 次 项 ( 即 二 阶 项 ) 将 起 主要 作用 , 则 有 
(8°E)s vin 2 0. 


从 该 关系 中 得 到 的 条 件 就 叫做 稳定 判 据 (stability criteria). 
若 满足 不 等 式 
(8 五 )5 Vin. > Ü, 
WU R T S E BS YZ) aK ee FE AY. 也 就 是 说 , 在 小 涨 落 发 生 后 系统 将 
|] BF By aS. 右 下 列 等 式 成 立 ， 


(8°E)sv.n = 0, 
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则 稳定 性 是 未 定 的 ; 我 们 必须 考察 高 阶 的 变化 . 如 果 
(S°E)svin < 0, 


则 系统 是 不 稳定 的 , 轻微 的 涨 落 或 扰动 将 会 引起 系统 宏观 的 变化 . (Fy 
起 见 , 读者 可 以 按照 与 包含 最 大 值 和 最 小 
仁 的 努 能 函数 的 类 比 来 考 上 不 这些 评 注 .) 

举 一 个 例子 , 考虑 如 图 2.3 所 示 的 有 
两 个 部 分 的 复合 系统 , 其 涨 落 为 


| 
(1) (2) 
| 


图 2.3 有 两 个 部 分 的 任意 复合 系统 
ôS = 0 = 8SH + 8s), 
以 及 
AVD = V2 = 6n™ = 8n(2) = 0. 
于 是 


| | 1(/@E\ 1(@E\? 

ô” E = (8°)? + (8°£) = 5 (aa), (6S)? + 5 (Sz) 7 Ca 
式 中 导数 的 上 标 (1) 和 (2) 分 别 表 示 在 平衡 态 对 子 系统 (1) Al (2) 所 求 的 导 
数值 . h F 6S = -55S(2) H 


PE) _ (ar) _T 
ƏS J,, \dS)y, Cy 


TO) fe 
Ee i a 
ès®r | 本 二 | 
Ch co) 
其 中 第 二 个 等 式 是 由 于 平衡 时 TU) = TO) =T. 应 用 (E) svn > 0, 因此 我 
们 得 到 


我 们 有 
(5S(D)2 


(6°E)s vin = 


bo) — Bol 


l ] 

dome) ai 

或 者 因为 子 系统 的 分 割 是 任意 的 , 结果 意味 着 
T 


g 2": 或 者 Cy 2 0. 
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练习 2.4 对 于 Cp, 导出 类 似 的 结果 . 这 里 考虑 烩 A=U+pV 可 能 是 
非常 有 用 的 ， 


因此 , 一 个 稳定 的 系统 将 有 正 的 Cu. 如 末 不 是 这 样 , 设想 一 下 结果 : 假 
设 两 个 子 系统 (1) 和 (2) 有 热 接 触 但 并 不 处 于 平衡 状态 ,TU) AT), 温度 的 
柿 度 将 会 寻 致 热量 流动 ,流动 方 回 是 从 高 温 了 到 低温 了 . 但 是 ,如果 Cu < 0, 
热量 流动 的 方 问 会 导致 温度 的 梯度 增加 , 系统 将 不 会 达到 平衡 . 这 说 明了 
Fs cE Fl De BY Fy A eh. 如 果 满 足 稳定 判 据 , 偏离 平衡 所 诱导 的 自发 过 程 将 
是 入 看 恢复 平 衔 的 方 回 进行 . 

作为 另 一 个 例子 , 看 看 雍 姆 霍 效 自由 能 


(AA)rvin > 0，(54)rvn =0, (5°A)rv,n 2 0. 


应 该 注意 到 , 不 允许 考虑 温度 了 的 涨 落 , 因为 这 些 变 分 定理 涉及 这 样 的 实 
验 , 其 中 内 约束 改变 内 部 广 延 变量 而 保持 系统 总 的 广 延 量 不 变 . 然而 , 温度 
T ya: ee FE E, 考 愿 强度 量 的 重新 分 配 是 没有 意义 的 . 
定理 可 用 于 变 分 
6V = 0 = 6V + OV 
以 及 
bn) = ôn”) = 0. 


其 中 我 们 再 次 考虑 有 两 个 子 系统 的 复合 系统 . 4 的 二 阶 变 分 是 


I a [PAY PA” 
84 nn ae BT2 ðv? | 
( rv, 9 (OV ) (S), E (a), 


因 为 


(ô A)T vn IEW BRE 


gp \ (1) (2) 
加 4 (PV | Sg 
WV Jan | OV) any 


同时 因为 子 系统 的 分 割 是 任意 的 , 则 有 


Op 
— fee = 
(sr), 22 
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Kr 2 0, 


1 了 DY 
ey (S). 


是 等 温 压 缩 率 .因此 , 如 果 稳 定 系 统 的 压强 是 等 温 增 加 的 , 它 的 体积 将 减少 . 
练习 2.5 对 于 绝热 压缩 率 


OV 
me = 7 (a)... 
证 明 类 似 的 定理 . 
练习 2.6 AA Kr >0, 证 明 稳 定性 意味 着 Cn > Cy. 


作为 我 们 从 分 析 稳 定性 还 能 得 到 什么 结论 的 进一步 说 明 , 现在 假设 
(824)rv。 = 0, 也 就 是 考虑 当 -8V = V, 但 是 n = Sn? = 0 时 ， 


Op _ (Op 
E- (Q), oma wot re 


Ov 


0< (AAT vn 一 人 T PAn pas 


因而 , 如 果 考 虑 任意 小 的 偏 移 , 可 以 看 出 & _ 0 将 意味 着 
T 
2 


(5 4)7 Von 0. 


由 此 可 得 


o< evor (Z4 - (24) 
Tn ðv? Tn 


因为 该 方程 对 于 可 正 可 负 的 所 有 小 的 SVO 均 必 须 成 立 , 方 括 号 中 的 项 必 
须 为 零 . 进一步 , 由 于 


BA (1) An (1) An (1) 1 2 
(a) n CoN _ (aa) (而 ) | 


代 和 人 到 方 括号 中 的 式 子 , 有 


ap) (1)? /op AL A _, 
dv)» \n® Ov), (nO) ~~ 
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并 且 由 于 子 系统 的 分 割 可 以 是 任意 的 , 那么 我 们 证 明了 结论 : 如 果 (2) _ 


T 
2 
0, mt (22) Oi 
i T 


j Op = /Op 
练习 2.7 对 于 热力 学 稳定 系统 , wR (a) = 0, 确定 ($) 的 符 
3p 4 T T 
号 .如果 (25) _ 0, 确定 能 知道 的 关于 【 5 a 的 信息 . 
j T 


稳定 判 据 的 一 般 规 则 现在 应 该 是 显然 的 . 如 果 令 更 表示 内 能 或 者 它 


SK pK BX, 那么 有 
dd = Yax- Yo Xa 
j=r+1 


相应 的 稳定 判 据 是 


Ol; 
she ( 4 | 
OX; Alt Ail, Ar diy ln 


练习 2.8 证 明 以 上 结论 . 


于 是 , 例如 , 导数 
Op Ops; | 
- (3). | FH iki Cr 
必须 全 是 正 的 (GQ Ae). 但 是 , 第 二 定律 ( 即 稳定 性 ) 并 没有 告知 下 列 量 的 
符号 是 什么 
(2) a () 
OT On; Tvn 
因为 这 些 量 并 不 是 强度 性 质 对 它们 相应 的 共 恩 变量 的 偏 导数 . 
练习 2.9 一 位 实验 学 家 宣称 发 现 了 满足 以 下 条 件 的 特殊 气体 材料 


Ov 
(a) 判断 这 些 不 等 式 中 那个 满足 稳定 性 条 件 
断 哪 一 对 不 等 式 是 自 相 矛盾 的 , 并 且说 明 它 们 为 什么 矛盾 ? 
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§2.3 ”在 相 平 衡 中 的 应 用 


(iE Ot v 个 相 共 存 . 在 温度 T 和 压强 pp 都 为 常数 的 情况 下 , OF 
衡 条 件 为 : 


v, oh?) 


KOT a) L.. g y = pT, p, s, 2), 


T, p, zi 


Hhi<a<y<vii<i<r. 这 里 r 是 物质 i 在 a 相 的 摩尔 分 数 . 上 述 
关系 是 r(v 一 1) 个 独立 方程 的 人 简写 形式 , 它们 将 2 十 vr 一 1) 个 不 同 的 强度 
量 (EI T, p 以 及 各 个 相 的 摩尔 分 数 ) ARG TE i. 因此 , 系统 的 热力 学 目 由 
度 (独立 的 热力 学 强度 变量 的 数 日 ) 为 


f=24+v(r—-1)-—riv—-1)=24r-v. 


ERAEN & An Pr 48 4 (Gibbs phase rule). 

作为 一 个 说 明 , 考虑 一 个 单元 系 . 没有 共存 相 时 , 有 两 个 自由 度 , p 和 
了 征 一 组 方便 的 变量 . pT 平面 上 的 任何 点 均 是 系统 可 能 存在 的 状态 . 在 
单元 系 中 , 三 相 在 一 个 点 共存 , 不 可 能 有 多 于 三 相 的 共存 . 图 2.4 示 出 了 一 
个 可 能 的 相 图 (phase diagram). 


a— iG HHM 


位 于 “临界 点 ”的 共存 线 终 点 


VAAL OO RA SE fp eR 
“= FA” : 0 一 上 一 了 YY 相 平衡 
T 
图 2.4 假想 的 相 图 
决定 图 中 线 的 方程 是 

wu (p,T) = pw) (p,T), 

pe” (p, T) = p™ (p, T), 
VIR 

up, T) = pb (p, T). 
例如 , 方程 组 中 第 一 个 方程 的 内 容 在 图 2.5 中 有 所 说 明 . 
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pp, T). 


图 2.5 两 相 的 化 学 势 面 


热力 学 第 二 定律 告诉 我 们 , E T, p 和 nn 均 为 常数 的 情况 下 , 稳定 平衡 
态 是 训 布 斯 自由 能 (对 单元 系 它 等 于 np) RRS. 这 个 条 件 可 以 用 来 判 
定 在 a 一 8 两 相 共 存 曲 线 的 特定 一 侧 , 两 个 曲面 中 哪 一 个 对 应 于 稳定 相 . 

根据 上 述 图 像 , 相 变 (phase transition) 与 吉 布 斯 曲面 之 间 的 相交 联系 
起 来 . 从 一 个 曲面 等 温 地 移动 到 为 一 曲面 时 体积 变化 由 下 列 量 的 变化 给 


th, 
(2) 
Op j r 


(ar), == 
aT } , 


的 变化 给 出 . A BS i a) PA 5 es Pe HE BE, 则 在 相 变 过 程 中 w 与 s 均 是 
连续 的 . 这 种 类 型 的 相 变 称 作 二 级 相 变 (second-order phase transition) 或 高 
级 相 变 (higher-order phase transition). 一 级 相 变 (first-order phase transition) 
是 这 样 的 相 变 , 其 中 , 例如 w(T,p) 是 不 连续 的 . 对 于 一 个 单元 系 来 说 , 二 级 
相 变 只 可 能 在 一 个 点 即 临 界 点 (critical point) 发 生 . 而 在 二 元 系 中 , 可 以 发 
现 一 些 二 级 相 杰 线 , 称 为 临界 线 (critical line). 

p 一 了 图 上 的 两 相 共 存 曲 线 满足 一 个 微分 方程 , 它 可 以 容易 地 由 以 下 
平衡 条 件 导出 ， 


而 写 相 变相 联系 的 烽 变 则 由 


pte (p, T) = p)(p,T). 
因为 du = —sdT + vdp, 则 有 


—st odT + vdp = —s\) dT + v) dp, 
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可 dp _ As(T) 


aT Av(T)’ 

其 中 As(T) = s(T,p) — s® (T,p), Av(T) = v' (T, p) — vo (T, p) 分 别 是 在 
两 相 a 和 8 平衡 时 的 某 一 T, p (AY ERR EAE. 这 个 方程 称 作 克 劳 
修 斯 -克拉 珀 龙 方程 (Clausius -Clapeyron equation). 注音 到 在 二 级 相 变 时 
该 方程 的 右边 是 不 定 的 . 

练习 2.10 叶 出 一 本 平 面 上 描述 a 一 8 共存 线 的 类 似 的 微分 方程 

练习 2.11 利用 克 劳 修 斯 -克拉 玉龙 方程 确定 水 - 冰 工 平衡 时 的 斜率 
dp/dT, 并 且 解 释 为 什么 能 在 冰 上 滑冰 而 不 能 在 固态 的 氨 上 滑冰 . 


在 临界 点 Av( 了 了 )=0 


注意 : 


(Day ,0 


p 


p(T) 


人吉 劳 修 斯 克拉 珀 龙 方程 的 解 


图 2.6 p-o 平面 上 的 等 温 线 


男 外 一 种 描述 相 平 衡 的 方式 是 , 研究 由 一 个 强度 场 和 与 该 场 共 罗 的 变 
量 作 为 坐标 轴 构 成 的 一 个 热力 学 平面 . 例如 , 对 单元 系 , 考虑 p 一 v 平面 . 在 
图 2.6 HP, vY 是 纯 a 相 在 温度 TT 下 与 8 相 平 衡 时 的 摩尔 体积 , vo 的 定义 
类 似 . 注意 当 压 强 从 刚 低 于 pT) 等 温 地 变 到 刚 高 于 p(T) AY, v(T,p) 是 如 何 
不 连续 变化 的 ( 即 系统 经 历 一 级 相 变 ). 确定 vt 路 (T) 与 vv) (7) 的 方程 为 


p(T) = Da)(T v™) = p(T, vo), 
以 及 

p(T) = (To) = p(T, vo), 
其 中 uT, v) Al p(T. 分 别 是 a 相 的 化 学 势 和 压强 , 它们 是 T,V 的 
PKI BY. 


这 里 有 一 个 需要 思考 的 疑问 : 对 于 水 来 说 , 当 压 强 接 近 一 个 大 气压 , 温 
度 为 occ AY, AR OK 工 的 摩尔 体积 比 液 相 要 大 . 这 是 否 意味 着 OCC 的 等 温 
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36 
线 像 图 2.7a 的 那样 ? 这 种 行为 是 否 不 会 破坏 稳定 性 吗 ? 图 2.7b 或 许 才 是 


iF ffl 的 


ink OC 
| atm i | atm 
(a) (b) 
图 2.7 (a) 和 (b) 中 哪 一 条 曲线 可 能 是 水 的 等 温 线 ? 


练习 2.12 这 个 疑问 的 正确 答案 是 什么 ? 

FRIHET LA SESE vo —T CF i. 对 很 多 系统 来 说 , 这 个 图 看 上 去 就 和 图 
2.8 所 示 的 那样 . 这 种 表示 方法 和 东芝 殖 舍 了 非常 多 的 关于 系统 的 信息 , 但 有 
时 却 很 难 利 用 . 因为 v ATRE E, 因此 v(T,p) 并 不 一 定 是 


KF T AY A Wal eR BY. 


T( p) 


EA E — EA Je Jy PERJA 


图 2.8 um- 人 平面 上 的 等 压 线 


练习 2.13* 对 接近 1°C latm 的 水 和 冰 工 画 出 一 族 与 图 2.8 类 似 的 
0 一 全 平面 上 的 曲线 图 . 
关于 上 面 给 出 的 vw 中 (T) Al (7) 的 两 个 耦合 方程 的 解 有 一 个 几何 解 
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RE, 通常 称 作 麦 元 斯 韦 等 面积 法 则 (Maxwell construction)’. $ a = A/n, 考虑 
T 不 变 时 , a 与 v 的 关系 曲线 . 如 果 发 生 相 变 , 则 在 图 中 将 有 一 个 与 a = a) 
的 a 相对 应 的 区 域 , 与 a= at) 的 8 相对 应 的 区 域 以 及 介 于 两 者 之 间 的 区 
域 . a 5 v 的 等 温 线 如 图 2.9 所 示 . 为 证 明 二 重 切 线 将 分 别 在 体积 vt%) 的 
a?) AUE vP) 处 的 a 连接 起 来 ,注意 到 


(S=) _ 
Ov a Ps 


p(T) = p(T, v') = p(T, vo?) 
表明 曲线 在 v= vo AN v = wt 处 的 斜率 相同 . 于 是 , 公 切 线 构造 给 出 关系 


a(T, vu) — a(T,v) = —p(T)[v(T) — v” (T), 


因此 , 平衡 条 件 


或 者 
(a + po) = (a + pu), 


此 即 平衡 条 件 lO = pr), 


a 


a! (T, v), 与 直线 相 切 


is 


=p T = 
儿 率 一 p( 了 ) \ d(T, v), 与 直线 相 切 


I 
| 
| 
| 
| 
| 
| | 
| | 
| 
yi) pi) 


图 2.9 SERERE AY BEAR A ME 2& A h AE 


最 后 , FA Sa OR YT p 由 了 决定 , v(% Boo 之 间 画 出 的 二 重 切 
线 便 是 两 相 共 存 区 域 (u < ou < o) 的 摩尔 自由 能 , 因此 有 


_ ylo) 
($) mal) + FOV fal -ao 
两 相 区 -v 


一 al(a) en + 9) se. 
yll) — yla) yi) 一 yla) i 


:这 里 按 中 文物 理 文献 的 习惯 译 为 此 名 . 一 -译注 
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其 中 
a = a(T, v®(T)), 


以 及 
alf) = a(T, v ®(T)), 
分 别 是 两 纯 相 相互 平衡 时 各 目的 摩尔 上 和 目 由 能 . 
练习 2.14 类 似 地 务 出 发 生 相 变 时 等温 线 的 (AJV)-v B. 


在 一 些 近 似 的 热力 学 理论 中 , 有 如 图 2.10 所 示 形 式 的 日 由 能 , 这 不 可 
能 是 正确 的 , 因为 在 vw <v < v: KP BREE ATE RH, BURT IPF v 和 


v9 Z lA] AY v, 有 
07a Op 
(aa), = (a), <. 


对 于 这 些 理论 , 假定 由 麦克 斯 韦 等 面积 法 则 定 出 的 相 变 (图 中 虚线 ) 跨 接 不 
稳定 的 区 域 . 


va) Uy vo (3) 


图 2.10 等 温 线 上 存在 问题 的 摩尔 玄 姆 蛋 效 自由 能 


练习 2.15 范 德 瓦 尔 斯 (van der Waals) 状态 方程 是 


p P ap 
RT 1-—bp RT’ 


其 中 R,a,b 都 是 正常 数 , HA p=n/V. 斌 证 明 在 低 于 某 个 温度 时 范 德 瓦尔 
斯 状态 方程 意味 着 , THESE, 自由 能 是 不 稳定 的 . (限定 分 析 p <b! 的 
情况 .) 


不 同 温度 下 , 由 we) Ao) 形成 的 点 的 轨迹 给 出 共存 曲线 . 举例 来 说 ， 
在 如 时 这样 的 单元 简单 流体 中 , 相 图 有 如 图 2.11 所 示 的 那 种 图 形 . 
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_ 


DASE- FE 


稀薄 气 一 固 平衡 Sp Sian 
-一 一 一 (1/0) 


图 2.11 一 种 简单 材料 的 相 图 


练习 2.16* 类 似 地 和 画 出 水 的 相 图 . 


如 来 使 用 一 个 近似 的 理论 , 其 中 不 稳定 性 与 相 变 相关 联 , 则 包围 不 稳 
定 区 域 那 些 点 的 有 轨迹 称 为 旋 贡 线 (spinodal). 共存 曲线 必定 是 旋 节 线 的 包 
络 . 例如 , 范 德 瓦 尔 斯 方程 产生 示 于 图 2.12 中 的 那 种 相 图 . 


液 一 气 临 界 点 
f T<Te 
一 共存 曲线 
A gnnt ce mien 
| 等 面积 法 则 | 


图 2.12 ”共存 曲线 与 旋 节 线 
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Qn AR BY AE Ab SF ey, 则 在 它们 之 间 就 会 有 一 物质 面 或 界面 . 现在 , 让 我 
们 特别 关注 这 个 界面 (参见 图 2.13). 
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oY 


分 界面 ， 面 积 c HI AAI TT FF ELST 


3 


图 2.13 MH a AB ZI RA A 


近 界 面 处 的 密度 分 布 如 图 2.14 所 示 . 在 该 图 中 , ple) 是 一 特定 物质 单 
位 体积 的 物质 的 量 (或 分 子 数 ), zu 是 分 界面 的 (任意 ) 位 置 , w AY a 
度 (典型 宽度 为 几 个 分 子 和 直径). 


图 2.14 密度 分 布 图 


HF E£ RE te, 则 有 
E = E) 4 pO 4 Re). 


其 中 ES 是 看 面 的 能 量 . 这 个 表面 能 应 该 与 表面 面积 c AR. 令 


VE 
TONS 
do Ss,Vn 


dE = TdS — pdV + udn + ydo. 


性 质 y 称 为 表面 张力 (surface tension). 它 的 定义 决定 了 它 是 强度 量 . Eth 
应 该 是 正 的 . 如 果 不 是 这 样 的 话 , 通过 使 相 的 边界 更 加 不 规则 将 可 以 获得 
更 低 的 能 量 状态 , 因为 不 规则 化 将 增加 表面 面积 . 因此 , 负 的 表面 张力 将 驱 
使 系统 达到 一 个 界面 伸展 到 整个 系统 的 终 态 . 两 相 的 边界 将 因此 而 不 复 
存在 , 也 就 没有 所 谓 的 “表面 ”了 . 

既然 在 两 相 平 衡 时 存在 界面 , 训 布 斯 相 律 告诉 我 们 y 由 7 个 强度 量 决 
E, 这 里 7 是 组 元 的 数目 . 对 于 单元 系 ,T 就 足够 了 . 显然 , E ES, V, nA 


于 是 
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o 的 一 阶 齐 次 函数 , 因此 ， 

E=TS-—pV + un+ yo. 
注意 ,五 的 量 级 是 N= 总 分 子 数 , yo 是 N? 的 量 级 . 因此 , EEWO F, 
表面 能 对 于 系统 整体 性 质 的 影响 是 可 以 忽 覆 的 


练习 2.17* 你 可 能 会 关心 这 样 的 问题 , 如 果 我 们 将 S, V, n 248 E 
时 将 o 也 加 倍 , 我 们 必须 保持 系统 的 几何 形状 不 变 , 如 同 它 是 一 块 有 固定 
厚度 的 “ 板 ". 这 意味 着 将 有 与 器 壁 的 表面 相互 作用 能 ,它们 也 与 o 成 正比 . 
那么 ,我们 如 何 将 这 些 能 量 与 yo PRE? 你 能 想到 实施 这 种 分 离 的 步骤 
吗 ? 考虑 下 面 两 类 情况 : (i) 对 于 充满 纯 气 体 , 纯 液体 以 及 气 液 混合 的 容器 
进行 测量 . (ii) 使 用 一 个 有 周期 性 边界 条 件 的 容器 . 后 者 可 能 比较 难 进行 实 
际 操作 , 不 过 在 用 计算 机 进行 模拟 的 领域 中 是 易于 实现 的 ( 见 第 六 章 ). 

设想 一 个 假想 的 相 , 如 果 在 直到 数学 意义 上 的 分 界面 时 相 a 均 保 持 其 
整体 性 质 , 这 个 假想 的 相 就 形成 . 对 于 这 样 一 个 相 

dE = TdS™ — pdV™ + pdn™, 
EO = rse) 一 pV) 十 unt. 


类 似 地 ， 
dE = Tas) — pdV ?) 4 pdn\??, 
EO = Ts _ pV) 4 un P). 


“MOR E VA VO =V (系统 的 总 体积 ). 对 任意 广 延 性 质 X, 我 们 可 以 用 
下 式 定 义 表 面 剩 余 广 延性 质 (excess extensive property)X ‘*): 


xX) = xX — Xf) a 


这 是 因为 X 是 很 好 定义 的 , 而 一 旦 指定 分 界面 的 位 置 , X(% A XO) 可 由 
整体 性 质 确 定 . 显然 VS) = 0. 那么 mts) We? 易 知 : 


"= | ” dapa(z), nl = J E 
其 中 ps(z) 是 示 于 图 2.14 中 的 假想 不 连续 密度 分 布 . 因此 


nis) 一 f dz|p(z) — palz)|. 
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通过 观察 图 中 显示 的 p(z) A pale) 可 以 看 出 , 存在 对 za 的 选择 使 得 ms) = 0. 
这 个 特定 选择 相应 的 界面 称 为 吉 布 斯 分 界面 (Gibbs dividing surface), 即 方 
FE 

n) (za) = 0 


的 解 za 是 言 布 期 分 看 面 的 位 置 . 
能 量 BS) 的 微分 为 : 


dE“) = dE — dE(® — dE = Tas) + ydo + dn), 


其 中 我 们 已 经 注意 到 dV = dV(% + dV(3). 如 果 吉 布 斯 分 界面 选 为 z 所 在 
位 置 , 则 有 
dE) = TdS) + ydo. 


对 于 这 个 选择 ， 
E!) = Ts) + yo, 


因此 
y= —(E —TS”?). 
7 


换 句 话说 , X Til GK J He A fie A BR AY Ze TT WA 2K A FA IE. 根据 定义 , th 
ERREI PI RY VE A, 该 恢复 力 抑 制 界 面 面 积 的 增长 [ 即 回忆 起 
(dW) 4: g = ydo]. 

在 先前 讨论 的 言 布 斯 分 界面 的 选择 中 , RIA EO 中 依赖 于 物 
质 的 量 的 项 . 界面 的 能 量 关 系 是 体 相 重新 分 配 的 结果 , 这 种 分 配 在 界面 改 
变 时 就 发 生 . 然而 , 任何 依赖 于 物质 的 量 的 项 的 缺失 仅 对 一 种 物质 可 以 实 
现 . A TERRE DR TA HE PETA SK, 我 们 可 以 从 吉 布 斯 分 界面 选 定 之 前 
的 db‘) 的 表达 式 开 始 , 也 即 


dE“) = TdS) + ydo + 3 pian”, 
i=l 
令 组 元 1 为 溶剂 , 其 余 为 溶质 , 并 且 选 定 za 使 ni” = 0. 那么 , 对 吉 布 斯 分 
界面 的 这 种 选择 , 有 


dE) = TdS) + ydo + > pidn{”. 
i=2 
对 于 rr 一 2 
dE“) = TdS) + ydo + dnf”, 
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这 表示 
E's =TS+70+ pons”), 


因此 , 我 们 得 到 一 个 类 似 吉 布 斯 - 杜 恒 方程 的 关系 
ody = —S dT — n dys. 
在 了 恒定 时 , 上 述 方程 给 出 
ody = -nf duz. 


这 个 方程 的 解 称 为 吉 布 斯 等 温 吸 附 线 (Gibbs adsorption isotherm). 整理 该 


方程, 可 得 : 

Ee,- 

o ANepoj 人 7 Pzr \ Opa) p 
由 稳定 性 条 件 得 (Op2/Ope2)r > 0, Tr ERR A EA E RRT, 表面 
张力 降低 


练习 2.18 在 一 个 碗 中 放 入 一 些 术 , 在 水 面 上 投 一 些 胡 椒 粉 . 用 一 块 
肥皂 接触 碗 中 央 的 表面 ,会 发 生 什 么 现象 ?反复 地 用 肥皂 接触 表面 , 又 会 发 
生 何 种 现象 , 为 什么 ? [提示 : 考虑 吉 布 斯 等 温 吸附 公式 .] 


在 结束 本 节 关 于 界面 和 表面 张力 的 讨论 之 前 , 还 有 几 点 定性 的 评述 . 
首先 , 让 我 们 考虑 两 种 互 不 相 游 的 液体 , 比如 油 和 水 的 平衡 . 在 重力 场 中 ， 
较 重 的 相 将 会 沉 到 容器 底部 , 两 种 液体 之 间 会 形成 一 个 平面 界面 . 在 无 重 
力 条 件 下 , 我 们 可 以 设想 其 中 一 种 液体 形成 球状 液 滴 而 被 另 一 种 液体 所 包 
Fal. 我 们 猜测 液 滴 将 成 球形 , 因为 这 种 形状 将 使 界面 的 面积 取 最 小 值 , 从 而 
使 来 自 表面 张力 对 自由 能 的 页 献 最 小 . 表面 发 生变 形 , 将 产生 更 大 的 曲率 ， 
更 大 的 表面 积 , 因而 更 高 的 表面 自由 能 . 反抗 这 种 变形 的 回复 力 与 表面 张 
力 成 正比 . 当 这 种 张力 消失 时 , 变形 将 不 再 受到 阻碍 , 分 界面 将 剧烈 涨 落 ， 
液 滴 将 变 得 不 定形 并 最 终 碎 列 . 换 句 话说 , 这 两 种 液体 将 会 发 生 混 合 . 通过 
向 一 油水 混合 物 中 加 入 第 三 种 组 元 (可 能 是 表面 活化 剂 !), 它 将 降低 油 和 
水 相 之 间 的 表面 张力 , 由 此 可 以 观察 到 上 述 类 型 的 行为 . 

在 某 些 情况 下 , 不 同 相 的 混合 与 小 的 聚集 体 (例如 胶体 微粒 ) 的 形成 有 
关 . 一 个 典型 的 胶体 微粒 是 包含 大 约 100 个 表面 活化 剂 分 子 的 聚集 物 . 这 
里 我 们 设想 市 电 的 或 极 性 的 首 基 位 于 包围 看 水 尾 和 油 滴 的 表面 上 , 因而 阻 


1 表面 活化 剂 分 子 是 两 亲 物 , 即 它 们 有 一 个 素 水 的 ( 审 电 的 或 极 性 的 ) 首 基 以 及 一 个 
HiK AY (SE TH AY) Æ. 
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止 水 和 油 之 间 的 相互 接触 . 然而 , 表面 张力 相对 较 低 , 以 致 这 些 聚 集体 的 形 
状 毫 无 疑问 地 会 显著 涨 落 . 进一步 , 如 果 在 真正 的 分 子 水 平 上 考虑 足够 小 
的 系统 , 涨 落 几 乎 总 是 显著 的 . 统计 力学 就 是 描述 这 些 涨 落 性 质 的 学 科 , 这 
是 本 书 的 下 一 个 主题 . 

在 第 六 章 中 , 我 们 将 通过 数值 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 模拟 来 研究 小 系 
统 的 相 平 衡 问 题 . 大 致 看 一 下 那些 模拟 的 结果 就 足以 证 明 界 面 中 涨 落 的 重 
要 性 . 在 分 界面 现象 的 任何 微观 形式 体系 中 , 必须 仔细 考虑 涨 落 的 重要 性 . 
确实 , 读者 现在 可 能 会 问 , 本 节 开 始 所 绘 出 的 具有 内 店 宽 度 的 界面 是 否 在 
微观 层次 上 实际 被 很 好 地 定义 了 . 这 是 一 个 值得 思考 的 重要 而 又 令 人 困 
惑 的 问题 . 
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2.19. 证 明 : 
K, Ce 


Kr Cp 
其 中 K, 和 Kr 分 别 为 绝热 压缩 率 和 等 温 压 缩 率 , Cu 和 Cp AR BRS 
量 与 定 压 热 容量 . 对 任 一 稳定 系统 , EA 


A, < Kr. 


2.20. (a) 很 容易 证 明 当 一 条 橡皮 带 被 绝热 拉 伸 时 温度 会 升 高 . 已 知 该 事 
实 , 试 确定 当 橡 皮带 在 恒定 的 张力 下 降温 时 将 会 收缩 还 是 拉 伸 . 
(b) 相同 量 的 热量 流入 两 条 完全 相同 的 橡皮 带 , 但 是 其 中 一 条 保 
持 恒定 的 张力 , 另 一 条 则 有 恒定 的 长 度 . 哪 条 橡皮 带 的 温度 增加 最 大 ? 
2.21. (a) 对 于 许多 系统 , 与 磁场 强度 万 相关 的 功 微分 是 MdH 或 HAM, 其 
中 M 是 在 磁场 方向 的 净 磁 化 强度 . 上述 表示 式 哪 个 是 正确 的 ? 对 于 
一 个 稳定 系统 , 试 确定 下 列 等 温 磁 化 率 和 绝热 磁化 率 的 符号 


~ /eM 
OH TnV ’ 


_ (aM 
— OH Sny 
确定 XT 一 XS 的 符号 . 


(b) 对 于 大 多 数 顺 磁性 物质 ,在 吾 恒 定时 磁化 强度 是 温度 人 的 递 
减 ,函数 . 已 知 这 个 事实 , 试 确 定 当 绝热 去 磁 时 顺 磁 物质 的 温度 将 发 生 


怎么 的 变化 也 即 确定 (55) 的 符号 
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2.22. 考虑 一 个 两 相 w 和 有 处 于 平衡 的 单元 系统 .证 明 在 1 一 全 平面 上 两 
相 达 到 平衡 的 点 的 轨迹 由 下 列 微分 方程 的 解 给 出 
dye sp)uta) 一 sc)utD 
dT oA) va) ~— 
其 中 sla) fo vl) 分 别 是 与 8 相 平 衡 时 a 相 的 摩尔 炉 和 摩尔 体积 . AH 
E 是 全 微分 而 不 是 偏 微分 ? 假设 系统 含有 两 种 物质 , 试 导出 上 述 
方程 更 为 合适 的 推广 形式 , 也 即 是 确定 在 两 相 平 衡 时 (3) 的 表示 
A. 其 中 zx 是 组 元 1 的 摩尔 分 数 . 
2.23. AWM, 当 一 根 特 定 的 弹簧 被 拉 伸 到 某 个 长 度 时 , HHH. 在 弹 
ee Ray ( 即 在 较 小 的 长 度 时 ), PEN A hhe FAR 
Al, , 
7 = DKT ‘ 
Hep A=E-TS, M 是 弹簧 的 质量 ,zz 是 其 单位 质量 的 长 度 .在 弹簧 断 
裂 后 ( 即 在 较 大 的 长 度 时 ) 
A ol i 2 : 
a = ple To) + C. 
在 这 些 方 程 中 ,有 大户 rzo 和 cc 都 与 工 无 关 , 但 都 依赖 于 温度 了 T. 此 外 , 对 
HAT, A k>he>0 AA ay > 0. 
(a) 对 较 小 和 较 长 长 度 的 弹 黄 , 确定 状态 方程 


f=) = f(T, =). 
(b) 类 似 地 , He FER 44 1 HF Hh 


其 中 工 为 弹簧 的 总 长 度 . 
(c) 证 明 
A 
H = M fz. 
(d) 来 出 在 给 定 温 度 时 使 弹簧 断裂 时 力 的 大 小 
(e) 确定 弹簧 断 和 型 时 zz 的 不 连续 变化 . 

2.24. 一 位 假想 的 实验 物理 学 家 测定 了 在 液 - 固 相 变 附近 一 种 物质 的 假想 
的 状态 方程 . WAM, 在 温度 和 密度 的 有 限 范 围 内 , RH RARE 
姆 霍 兹 自由 能 可 由 下 列 公式 所 表征 ， 

l 
= sa(T)p’ 
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其 中 , 上 标 I” 表示“ 液体", p=n/V 是 摩尔 密度 , a(T) 是 温度 的 函数 ， 


a(T) = 示 ， a= 常数 
类 似 地 , 在 固 相 他 发 现 有 
A) 1 3 
ii 3 
b(T) = 示 ， B= 常数 ， 


在 一 给 定 的 温度 ,液体 的 压强 可 以 调整 到 一 个 特定 的 压强 六 ,在 这 点 
液体 冻结 . 在 冻结 前 后 , 密度 分 别 为 pO 和 ple), 
(a) 确定 p, pls) 作为 温度 的 函数 关系 . 
(b) 确定 ps 作为 温度 的 函数 关系 . 
(c) A E E Bt FE Py Be EE. 
(d) 使 用 克 劳 修 斯 -克拉 珀 龙 方程 以 及 (a) 和 (c) 中 的 结果 , 确定 在 
凝固 点 的 斜率 dp/dT. 你 所 得 的 结果 与 从 对 (b) 的 求解 中 所 预测 的 结 
采 一 致 吗 ? 
2.25. fe Rh RRA AA 
PP_ Pp op 
RT 1—bp RT’ 
其 中 p= 地 ,a 和 b 均 为 常数 . LAAT pF GLAAL ERE 
破坏 了 稳定 性 条 件 . 确定 该 区 域 的 边界 , 也 即 找 出 旋 节 线 . Gea SH FOB 
书 等 面积 法 则 将 产生 一 条 气 液 共存 曲线 , 它 是 该 不 稳定 区 域 的 包 络 线 . 
2.26. 当 一 个 特定 的 单元 物质 处 于 a 相 时 , 它 服从 下 述 状 态 方程 


Bp = a + bBn, 
1 


KPBS g 


a,b % B iE BR. 当 该 物质 处 于 y 相 时 ， 
Bp = c + d( 8p)’, 


其 中 ec 和 dd 均 是 日 的 正 值 函 数 , 且 有 > 以 及 ec<a 当 该 物质 经 历 从 
a 4AE] y 相 的 相 变 时 , 确定 密度 的 变化 . 相 变 发 生 时 的 压强 是 多 少 ? 
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现在 我 们 将 注意 力 转 回 热力 学 的 分 子 基 础 , 或 者 更 一 般 而 言 , 就 是 下 
面 这 个 问题 的 答案 : 对 指定 的 粒子 间 相 互 作 用 , 如 果 粒 子 (原子 , 分 子 , 或 电 
子 和 核子 , .……. ) 遵循 某 些 微观 定律 ,含有 大 量 这 种 粒子 的 系统 又 有 什么 
可 观测 的 性 质 呢 ? 也 就 是 说 , 我 们 想 要 讨论 的 是 (如 由 薛 定 刘 方 程 或 者 牛顿 
运动 定律 所 决定 的 ) 微观 动力 学 或 涨 落 与 一 个 大 的 系统 的 可 观测 性 质 ( 比 
如 热 容量 或 者 状态 方程 ) 之 间 的 关系 . 

求解 多 体系 统 (比如 说 N = 粒子 数 ~ 1023) 的 运动 方程 的 任务 是 如 此 
复杂 , 甚至 于 现代 的 计算 机 都 难以 外 驭 . (尽管 科学 家 们 的 确 使 用 计算 机 来 
跟踪 数 千 粒子 的 足够 长 时 间 的 运动 ,时 间 之 长 足 可 以 模拟 在 1072 BK 10-9 
秒 量 级 时 间 的 凝聚 相 .) 起 初 , 你 可 能 会 认为 随 着 粒子 数 的 增加 , 一 个 力学 
系统 的 性 质 的 复杂 性 和 难 理解 性 将 会 急剧 增加 , 因此 不 可 能 在 宏观 物体 的 
行为 中 找到 任何 规则 性 . 但 是 如 在 热力 学 中 所 知 的 , 大 的 系统 在 某 种 意义 
上 是 十 分 有 序 的 . 一 个 例子 是 , 在 热力 学 平衡 时 , 我 们 仅 用 几 个 变量 就 能 够 
表征 宏观 系统 的 观测 结果 . 我 们 将 采取 的 态度 是 , 这 些 显著 的 规则 性 源 自 
于 统计 规律 , 它们 支配 了 具有 很 多 粒子 组 成 的 系统 的 行为 . 因此 , 我 们 将 避 
人 免 直 接 求 解 精 确 的 N 粒子 系统 的 动力 学 的 必要 , 而 是 假定 概率 统计 对 我 
们 在 宏观 测量 过 程 中 所 看 到 的 东西 提供 了 正确 的 描述 . 

在 以 上 这 些 评 述 中 ，“ 测 量 ” 一 词 是 非常 重要 的 . 如 果 我 们 设想 , 比如 
说 , 观察 一 个 多 体系 统 中 一 个 特定 的 粒子 随时 间 的 演化 , 它 的 能 量 , 它 的 动 
量 以 及 它 的 位 置 均 会 有 很 大 的 涨 落 , 而 只 要 施加 哪怕 最 轻微 的 扰动 , 这 些 
性 质 中 的 任何 一 个 的 精确 行为 都 将 会 有 很 大 的 改变 . 我 们 也 不 能 想象 出 一 
个 对 于 这 些 混沌 性 质 的 可 再 现 的 测量 , 因为 甚至 观测 行为 本 身 就 包含 一 个 
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扰动 . 更 进一步 , 要 重 现 多 体系 统 的 精确 时 间 演 化 , 我 们 必须 指定 某 一 初始 
时 刻 宏 观 数目 (~ 1023) 个 变量 的 值 . 如 果 粒 子 是 经 典 的 , 这 些 变 量 是 所 有 
粒子 的 初始 坐标 和 动量 ; 而 如 果 粒 子 是 量子 的 , 则 是 一 个 同等 及 烦 的 一 组 
数 . 如 果 我 们 仅仅 设 能 列 出 这 些 1028 个 变量 中 的 一 个 , 整个 系统 的 时 间 演 
化 将 不 再 是 确定 的 , 而 依 徘 于 精确 时 间 演 化 的 观测 也 将 不 再 是 可 重复 的 . 
我 们 无 法 去 控制 1075 个 变量 . 因此 , 我 们 将 注意 力 局 限于 那些 更 为 简单 的 
性 质 , 那些 仅仅 由 几 个 变量 所 控制 的 性 质 . 在 物理 学 和 生物 学 的 某 些 领域 , 
找 出 这 些 变量 可 能 并 不 是 容易 的 事情 . 但 是 , 作为 一 种 哲 尝 观点 , 科学 家 们 
着 眼 于 去 发 现 那些 少量 数目 的 变量 以 确保 现象 的 可 重复 性 , 他 们 以 此 去 研 
罕 大 多 数 的 观测 . 

对 可 重复 现象 应 用 统计 学 方法 并 不 意味 着 我 们 的 描述 将 完全 是 不 确 
定 的 或 模糊 不 清 的 . 相反 , 我 们 将 能 够 预测 很 多 物理 量 的 观测 值 实际 上 保 
持 为 常数 , 并 且 等 于 它们 的 平均 值 , 只 是 偶尔 会 显示 任何 可 检测 的 偏差 . ( 例 
如 , 如 果 我 们 孤立 出 很 小 体积 的 气体 , 比如 仅 包 含 0.01 摩尔 的 气体 , 那么 这 
个 量 气 体 的 能 量 对 于 其 平均 值 的 平均 相对 偏差 为 ~ 10-1. 在 单一 测量 中 
找到 相对 偏差 为 10-6 的 概率 仅仅 为 ~ 10-3x10 .) 作为 一 个 比较 粗略 的 规 
则 : 如 果 一 个 多 体系 统 的 一 次 观测 能 被 少数 几 个 其 它 的 宏观 性 质 所 刻画 ， 
我 们 就 假定 该 观测 能 够 用 统计 力学 所 描述 . 因此 , 常 稼 将 统计 力学 应 用 于 
平衡 热力 学 量 来 对 它 进 行 说 明 . 
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虽然 在 实际 上 是 不 可 能 , 不 过 让 我 们 想象 一 下 我 们 可 以 观测 一 个 处 于 
特殊 微观 态 的 多 体系 统 . 表征 这 梓 的 系统 将 会 宕 要 非常 多 的 变量 . 例如 , AB 
设 系统 是 量子 的 , 遵循 薛 定 请 方程 


ee i ee 
ina |) = 从) 


这 里 , 与 通常 一 样 , 2x 是 普 朗 克 常 量 , A 是 作用 于 态 矢 量 y) 上 的 哈密 顿 
量 , t 是 时 间 . 要 确定 在 某 一 特定 时 刻 的 态 |), 我 们 需要 有 系统 中 的 粒子 
数 N 这 个 量 级 数目 的 变量 . 

例如 , 考虑 下 列 方程 的 定 态 解 


H |b.) = Ev |W), 


以 及 一 些 简 单 而 熟知 的 量子 力学 系统 , 例如 和 氧 原子 , 或 者 箱子 中 的 无 相互 
作用 的 粒子 . 此 时 , 指标 v 是 D.N 个 量子 数 的 集合 , 这 里 DD 是 系统 的 维度 . 
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如 果 一 旦 能 够 确定 初始 态 , 那么 未 来 任 一 时 刻 的 状态 均 能 由 对 群 定 调 
方程 的 时 间 积 分 所 确定 . 对 于 经 典 系统 , 类 似 的 表述 是 考 上 不 相 空 间 中 的 点 
[了 = (1,7 2;°** TN; Pi, Do PN 
其 中 r 和 pi 分 别 是 质点 i WARK W REM oe. 相 空间 中 的 点 完全 表 
征 了 经 典 系 统 的 力学 态 ( 即 微观 态 ), 在 这 个 空间 中 的 流 由 对 牛顿 运动 方程 

F = ma 的 时 间 积 分 决定 初始 的 相 空 间 点 给 出 了 初始 条 件 . 


练习 3.1 当 总 势能 是 函数 U(r ro e ,TN) 时 , 写 出 相应 于 牛顿 定律 
的 微分 方程 . 


现在 我 们 试图 考虑 多 体系 统 的 这 种 时 间 演 化 一 一 轨迹 . 如 图 3.1 所 示 , 我 
们 可 以 把 演化 过 程 夯 作 “ 态 空间 ”( 在 经 典 情 识 下 是 相 空间 , 或 者 在 量子 情 
Oo PF xe For a aS RHE |w) 张 成 的 布尔 伯 特 空间 ) 中 的 一 条 线 . 在 制备 有 这 个 
轨迹 的 系统 时 , 我 们 需要 控制 数目 较 少 的 某 些 变量 . 例如 , 可 以 固定 总 能 量 
E, 总 粒子 数 N 和 体积 V. 这 些 约 东 造 成 轨迹 在 态 空间 的 一 个 “曲面 "上 运 
动 —— AE 3X 7S h TTB HE BEI PA A T. 


一 一 一 a 
-TT 


图 3.1 态 空间 的 轨迹 , 其 中 每 一 个 小 格 代 表 不 同 的 状态 


统计 力学 的 一 个 基本 概念 是 , 如 果 我 们 等 的 时 间 足 够 长 , 这 个 系统 最 
终 将 流 经 (或 者 任意 地 接近 ) 所 有 的 与 我 们 为 了 控制 这 个 系统 而 施加 的 约 
束 相 一 致 的 微观 状态 . 假设 情况 就 是 如 此 , 并 设想 当 我 们 对 这 个 系统 进行 
N 次 独立 的 测量 时 , 系统 持续 地 流 经 态 空 间 . 对 于 某 一 性 质 G, 这 些 测 量 
所 确定 的 观测 值 是 


Gan = y Ca 
这 里 G。 是 第 a 次 测量 的 值 , 每 次 测量 持续 的 时 间 非 常 短 一 一 事实 上 如 此 
之 短 , 使 得 在 第 a 次 测量 的 过 程 中 可 以 认为 系统 仅 处 在 一 个 微观 态 上 . 于 


§3.1 ”统计 方法 和 系 综 51 


是 我 们 可 以 将 这 个 和 式 分 拆 为 


Gun = > F [在 N 次 观测 中 观测 到 态 的 次 数 )| GL, 
其 中 G, = wG) 是 系统 处 于 态 v 时 G 的 期 望 值 . 方 括号 中 的 项 是 在 测 
量 过 程 中 发 现 系统 处 于 态 v 的 概率 或 权重 . 记 住 , 我 们 认为 在 经 过 足够 长 
的 时 间 之 后 , 所 有 的 态 均 被 历经 过 了 . 我 们 把 处 于 态 v 的 概率 或 所 花 的 时 
间 占 总 时 间 的 比率 记 为 已 , 因而 有 


Gan = 2 aG = (G). 


尖 括 号 (G) 表示 的 取 平 均 运 算 ( 即 对 G 的 加 权 之 和 ) 称 为 系 综 平 均 
(ensemble average).“ 系 综 " 指 的 是 所 有 可 能 的 微观 态 的 集合 , 这 些微 观 态 是 
与 我 们 宏观 地 表征 系统 的 约束 相 一 致 的 所 有 态 . 例如 , 微 正 则 系 综 (mi- 
crocanonical ensemble) 是 有 固定 的 总 能 量 E 和 固定 大 小 (300 08 AY FA 2 A 
N 和 体积 V 所 指定 ) 的 所 有 态 的 集合 . 为 一 个 例子 是 , 正则 系 综 (canonical 
ensemble) 考虑 有 固定 大 小 但 能 量 可 以 涨 落 的 所 有 态 ， 前 者 适用 于 封闭 的 
孤立 系统 , 后 者 适用 于 与 热 浴 接触 的 封闭 系统 . 后 文 还 将 更 多 地 讨论 这 些 

我 们 观测 系 综 平 均 (G) 的 思想 来 目 于 这 样 的 观点 , 测量 要 经 过 很 长 的 
时 间 , 并 且 由 于 系统 流 经 态 空 间 , 则 时 间 平 均 与 系 综 平均 等 同 . 时 间 平 均 与 
系 综 平均 的 等 价 性 听 起 来 很 合理 , 但 根本 并 不 平凡 . 遵循 这 种 等 价 性 的 动 
力学 系统 称 为 是 各 态 遍 历 (ergodic) 的 . 一 般 而 言 ,难以 建立 各 态 遇 历 性 原 
H, 尽管 我 们 认为 对 于 目 然 界 中 遇 到 的 所 有 多 体系 统 它 均 是 成 立 的 . (对 于 
非常 小 的 系统 , 例如 多 原子 分 子 , 这 常常 也 是 正确 的 . 确实 , 单 分 子 动力 学 
标准 理论 的 基础 就 是 建立 在 分 子 内 动力 学 具有 各 态 过 历 性 质 的 假设 之 上 
HY.) 


练习 3.2 给 出 一 些 非 各 态 遍 历 的 系统 的 例子 . 也 就 是 描述 一 些 这 样 
的 系统 ,即使 在 很 长 的 时 间 之 后 它们 也 不 会 历经 所 有 可 能 的 态 . 


顺便 说 说 , 假设 你 想 用 薛 定 刘 方 程 的 定 态 解 来 指定 微观 态 . 如 果 在 某 
一 时 刻 系统 确实 处 在 一 个 定 态 , 那么 它 将 会 一 直 保持 在 那个 态 , 因而 它 的 
行为 将 不 是 各 态 遍 历 的 . 但 是 在 一 个 多 体系 统 中 , 能 级 之 间 的 间隔 如 此 之 
小 以 至 于 几乎 形成 连续 谱 , 总 会 存在 微 扰 源 或 随机 源 (例如 , 容器 壁 ), 这 使 
得 系统 最 终 稳定 在 一 个 定 态 的 可 能 性 无 法 确定 
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因此 , 统计 力学 的 基本 假设 一 一 某 个 性 质 的 观测 值 与 该 性 质 的 系 综 平 
均 相 对 应 看 起 来 是 合理 的 , 如 果 观 测 是 在 很 长 时 间 内 进行 的 或 者 如 来 
观测 实际 是 对 非常 多 次 的 独立 观测 的 平均 . 如 果 “ 很 长 时 间 ” 指 的 是 比 系 
统 的 任 一 弛 了 蚤 时 间 (relaxation time) 长 得 多 的 持续 时 间 , 则 两 种 情形 实际 上 
就 是 相同 的 . 系统 在 分 子 水 平 上 是 混沌 的 这 一 思想 引出 了 这 样 的 概念 , 在 
经 过 一 段 时 间 一 一 弛 更 时 间 Tyee 之 后 , 系统 将 会 失去 对 初始 条 件 的 所 
有 记忆 (BI). 因此 , 如 果 测 量 是 在 一 段 时 间 rwa BIN Tae 内 进行 的 , 则 
测量 实际 上 相应 于 N 次 独立 的 观测 

实际 上 , 我 们 通常 考虑 的 对 宏观 系统 的 测量 是 在 非常 短 的 一 段 时 间 内 
进行 的 , 系 综 平均 的 概念 对 这 些 情 况 也 是 适用 的 . 我 们 可 以 这 样 理解 , 想象 
把 所 观测 的 宏观 系统 分 割 成 许多 微观 子 系 统 的 集合 . 如 果子 系统 足够 大 ， 
我 们 期 望 一 个 子 系统 中 分 子 的 精确 行为 与 相 邻 任 一 子 系统 中 的 分 子 的 行 
为 没有 关联 . 于 是 可 以 说 横 跨 这 些 子 系统 中 的 任何 一 个 的 距离 均 比 关联 长 
度 (correlation length) 或 关联 范围 (range of correlations) 要 大 得 多 . 当 子 系统 
这 样 大 时 , 它们 就 表现 得 如 同 宏观 系统 一 样 . 在 这 些 条 件 下 , 对 整个 宏观 系 
统 的 瞬时 测量 与 对 宏观 子 系统 的 多 次 独立 测量 是 等 价 的 . 多 次 的 独立 测 
量 应 该 相应 于 系 综 平 均 . 
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因此 , 统计 力学 的 基本 思想 就 是 : 在 测量 过 程 中 , 每 个 可 能 的 微观 态 
或 涨 落 事 实 上 确实 出 现 , 因此 观测 到 的 性 质 其 实 是 对 所 有 微观 态 的 平均 . 
为 了 定量 表述 这 个 思想 , 我 们 需要 知道 各 种 微观 态 的 分 布 或 概率 的 一 些 信 
息 . 这 些 信 息 可 由 关于 多 体系 统 行为 的 一 个 假设 得 到 : 

对 于 一 个 具有 固定 总 能 量 忆 和 固定 大 小 (可 能 是 由 体积 Fo He 
子 数 Ni, No FAL) 的 孤立 系统 , 在 热力 学 平衡 时 , 所 有 微观 
换 句 话说 , 宏观 平衡 态 相 应 于 最 随机 的 情况 , 即 具有 相同 能 量 和 相同 系统 

大 小 的 微观 访 的 分 布 是 完全 均 实 的 . 


练习 3.3 列举 几 个 日 党 的 例子 来 支持 宏观 系统 的 终 态 的 这 种 统计 特 
征 (例如 , 一 滴 置 水 在 一 杯 水 中 的 行为 )， 
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为 了 考察 这 个 合理 的 假设 的 含义 , 我 们 定义 
Q(N,V,E)=A NAV BRE RE EA E-5E 之 间 的 微观 态 的 数目 


为 了 符号 以 及 或 许 概念 上 的 简单 性 , 我 们 通常 省 略 角 标 , 简单 地 写 为 N 代 
KATAH, 并 用 体积 V 来 指定 系统 的 空间 范围 . 然而 , 我 们 的 评述 并 不 
局 限于 单元 三 维系 统 . 宽度 5E 是 某 一 能 量 间 隔 , 表征 在 绝对 精确 地 指定 宏 
观 系统 的 能 量 时 我 们 能 力 方面 的 局 限 性 . 如 果 SE 为 0, Œ Q(N,V, E) 将 是 
杂乱 变化 的 不 连续 函数 . EAA, 它 的 值 将 是 能 量 的 向 并 度 . 对 于 有 
限 的 5E, O(N, V, E) 是 一 个 相对 连续 的 函数 , 可 以 进行 标准 的 数学 分 析 . 结 
果 将 表明 , 热力 学 结果 对 OE 的 大 小 十 分 不 敏感 . 我 们 将 会 看 到 , 这 种 不 敏 
感性 的 原因 是 ,， O(N, V, E) 是 如 此 典型 地 关于 五 的 快速 递增 基数, 以 至 于 
对 下 文 将 考察 的 热力 学 结果 , 5E < 5 的 任何 选择 通常 将 得 出 相同 的 答案 . 
由 于 这 种 不 敏感 性 , 我 们 将 采用 不 把 符号 5E 包含 在 公式 中 的 缩写 形式 . 

对 于 宏观 系统 , 能 级 之 间 稼 和 常 如 此 之 接近 以 至 于 趋 近 于 连续 分 布 . 在 
连续 极限 下 , 可 以 方便 地 采用 记号 


Q(N,V,E\dE = fee E EM E+E 之 间 的 态 的 数目 ， 


其 中 由 该 方程 定义 的 2(N,V,E) PRIES E JE (density of states). 然而 , 在 我 
们 将 继续 进行 的 应 用 中 , 我 们 几乎 没有 必要 使 用 这 种 记 和 号. 


练习 3.4 对 于 一 个 具有 离散 能 级 的 系统 ,给 出 态 密 度 NN VE) HR 
AX, [提示 : 你 将 需要 使 用 狄 拉 克 (Dirac) ô 函数 |]. 


按照 统计 假设 , 对 于 平衡 系统 , 处 于 系 综 所 有 人 态 中 的 宏观 态 ” 的 概率 


JE, 
1 


对 于 系 综 之 外 的 态 , 例如 那些 ELA EWA, PHO. 这 个 系 综 适合 于 具有 
固定 能 量 , 体积 及 粒子 数 的 系统 , 它 是 具有 这 些 约束 的 所 有 微观 态 的 集合 ， 
称 作 微 正则 系 综 . 

我 们 也 考虑 作为 烽 的 一 种 定义 的 下 列 量 


S = kp ln Q(N,V, E), 


这 里 k 是 一 个 任意 常量 . (E94 GK RBS (Boltzmann) 常量 , 通过 与 实验 
比较 我 们 将 发 现 它 的 值 为 


kg = 1.380 x 10-“ 尔 格 / 度 .) 


P, = 
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注意 , 由 这 种 方式 定义 的 S 是 广 延 量 , 因为 如 果 整 个 系统 是 由 两 个 独立 
的 子 系 统 A 和 BARN, 它们 分 别 具 有 状态 数 Ra 和 Qe, 则 总 的 态 数 为 
NaNe. BA, SajBp = kp ln(Q42p) = Sa + SB. 

WLA ELES AJF P ERRENKA R. 为 看 出 其 中 的 
原因 , 可 以 想象 将 有 固定 的 总 N,V 和 瑟 的 系统 分 为 两 个 子 系统 , 并 限定 将 
N,V AME RAHA NY, ND: VD VO 以 及 EO, EO). 任意 一 个 特定 
的 分 拆 均 是 所 有 人 允许 的 态 的 子 集 , 因此 这 种 分 拆 的 态 数 2 (N, V, E; AAR) 
小 于 总 数 QCN, V, E). 由 此 


S(N,V,E) > S(N,V, E; AZAR). 


这 个 不 等 式 就 是 第 二 定律 , 现在 我 们 明白 了 它 的 统计 意义 : 与 达到 平衡 等 
同 的 烂 最 大 化 对 应 于 无 序 性 或 者 分 子 随 机 性 达到 最 大 . 微观 的 无 厅 性 越 
K, WN BOK. 

温度 工 由 导数 (8S/8E)nv = 1/T 确定 , 所 以 


= = (32) 
kpT OE Juy 
温度 为 正 的 热力 学 条 件 要 求 Q(N,V, E) Æ E BY Ue a pe. 对 于 目 然 界 
中 遇 到 的 宏观 系统 , 这 个 条 件 总 是 满足 的 . 

然而 , 在 将 这 个 事实 作为 显而易见 的 事情 接受 之 前 , 考虑 下 面 这 个 疑 
问 : 假设 处 于 磁场 H 中 由 NN 个 无 相互 作用 上 自 旋 构成 的 一 个 系统 具有 人 能量 


N 
— 5H, Hj = Ep. 


在 基态 , 所 有 自 旋 的 指向 与 场 方 向 一 致 Q= 1. 在 第 一 激发 态 , 一 个 自 旋 
反 FE, =N. 下 一 激发 态 有 两 个 自 旋 反 转 , 2 = N(N - 1)/2. 各 方面 看 
来 都 不 错 , 直到 我 们 认识 到 最 高 激发 态 的 简 并 度 也 是 1. 那么 , 在 某 一 点 ， 
Q(N, V. E) 变 为 五 的 递减 图 数 , A E A 1 Hh BE. 这 是 怎么 回 事 ? 


练习 3.5 回 各 这 个 问 题 . 


假设 (02/0E)n v 是 正 的 , 对 于 固定 的 N,V 和 互 所 有 微观 态 是 等 概 
率 的 , 这 个 统计 假设 为 热力 学 理论 提供 了 分 于 学 基础 . 从 对 (涉及 稳定 性 、 
HEE, ZAMER, 等 等 ) 那个 专题 的 讨论 中 得 出 的 许多 结果 全 部 是 
这 条 单一 的 基本 目 然 定律 的 推论 . 
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§3.3 EMA 


当 应 用 微 正 则 系 综 时 , 表征 系统 宏观 态 的 自然 变量 是 EVS N. 如 
我 们 已 经 在 热力 学 中 所 见 到 过 的 , 通 第 很 方便 地 是 选用 其 它 变 量 , 并 且 通 
过 使 用 勒 让 德 变 换 可 以 得 到 热力 学 的 各 种 表示 . 在 统计 力学 中 , 这 些 操作 
与 改变 系 综 相 关联 . 作为 一 个 重要 的 例子 , 我 们 现在 考虑 正则 系 综 一 一 固 
E NAV 的 所 有 微观 态 的 集合 . 然而 , 系统 的 能 量 可 以 涨 落 , 通过 与 温度 
为 了 (或 温度 倒数 8) 的 热 浴 相 接触 系统 保持 在 平衡 态 . 


在 图 3.2 中 我 们 示意 性 地 画 出 这 个 系 综 . 这 里 所 指 的 用 v 标记 的 那些 
AS FE A M EA eat) AS —— PE PST FE Wp = Evo, WATE PRL 
态 1 2 
iy Fo E 
N, V N, V N, V 
itt B 8 3 


图 3.2 热 汉中 封 轩 系统 的 态 的 集合 


一 个 正则 系 综 适用 的 系统 可 以 视 为 一 个 微 正则 系 综 适用 的 系统 的 子 
系统 , 参见 图 3.3. 这 个 观察 使 得 我 们 能 够 推导 出 正则 系 综 中 态 的 分 布 律 . 


WAS N,V AE 
固定 的 孤立 系统 


图 3.3 ”一 个 正则 系 综 的 系统 , 它 作 为 微 正 则 子 系统 的 一 个 子 系 统 


首先 , 考虑 这 种 情况 , 浴 是 这 样 的 大 , 它 的 能 量 Es 与 系统 的 能 量 E, 
AA EE ae i Hh KR. 更 进一步 , 浴 是 这 样 的 大 , 它 的 能 级 是 连续 分 布 的 , 并 且 
dQ2/dE 可 很 好 地 定义 . 系统 的 能 量 有 涨 落 , 因为 它 与 浴 相 接触 , 但 是 总 能 量 
E = Eg + E, 是 一 个 常数. 奇 系统 处 于 某 特定 的 态 v, 系统 加 浴 的 可 涉 状 态 
数 是 (Ep) = Q(E — E). 因此 ,根据 统计 假设 一 -等 权 原 理 一 平衡 时 观察 
到 系统 处 于 态 v 的 概率 遵循 下 列 关 系 


P, x R(E — E,) = explln R(E — E,)). 
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由 于 E, < E, 可 将 In Q(E — En) 展 为 泰勒 (Taylor) 级 数 


din Q 
In Q(B — E,) = n 2(E) ~ E, ( : j 


dE 


我 们 选择 对 In QE) 而 不 是 RE) 本 身 进 行 展开 , 是 因为 与 前 者 相 比 后 者 是 
的 更 为 快速 变化 的 函数 . 我 们 之 所 以 这 样 认 为 是 因为 公式 5= kgn B 
经 表示 In Q 有 相对 比较 好 的 行为 . 

只 保留 展开 式 中 明显 写 出 的 项 (这 是 合理 的 , 因为 浴 被 视 为 无 限 大 的 
执 库 ), 并 注意 到 (aln 2/0E)y v = B, 则 得 到 


P, Ox exp(—GE_), 


这 正 是 正则 (或 玻 尔 效 曼 ) 分 布 律 . 比例 常数 与 系统 的 特定 态 无 关 , 而 由 下 
列 归 一 化 条 件 确 年 
> P=1. 


i 


内 此 ， 
P, = Q` exp(—BE,), 


其 中 
Q(8,N,V) Be 


pki BY Q(3,N,V) 称 为 正则 配 分 函数 (canonical partition function), 它 通 过 五 ， 
作为 变量 N,V BY eR Bi itt HK Re aoe HE AE E. 

作为 应 用 正则 配 分 函数 的 一 个 有 启发 性 的 例子 , 考虑 内 能 E(B, N,V) 
的 计算 . 在 正则 分 布 中 , 内 能 是 (E) 


2 Er etEv 
= eb boas 
40), --(32) 
- Q\ ap OB Juw 


这 表示 In Q FE — “FAA FA PR. 事实 上 , 我 们 将 证 明 -8-1InQ@ 正 是 
ZH WS Ae ZK A h AE. 然而 , 在 以 下 几 页 中 , 我 们 将 此 作为 已 知 的 事实 . 


练习 3.6 证 明 (OGA/08)\nv=E, $ P A=E-TS BEHA WEE. 


对 于 所 感 兴 趣 的 系统 , 能 量 E, PRWEB A BY AEA. 一 般 而 
, 这 些 能 量 是 难于 获得 的 , 如 果 不 是 不 可 能 的 话 . 因此 , 非常 重要 的 是 , E 


Dil 
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则 系 综 的 计算 可 以 不 依赖 于 薛 定 廖 方程 的 精确 解 而 能 够 进行 ， 这 个 事实 


可 以 理解 如 下 : 
Q = Soe Er = 3 (v |e-Bx | v) 


— fx 
—Tr ef. 


其 中 “Tr” 用 来 表示 矩阵 的 迹 (在 这 种 情况 下 , t8 AY fe BRR BK Se FF E E 
的 迹 ). 迹 具 有 一 个 重要 的 性 质 就 是 它们 与 矩阵 的 表示 无 关 . (证 明 : TrA = 
TrSS-'A = TrS-145.) 因此 , 一旦 我 们 知道 了 2, 我 们 就 能 运用 任何 波 限 
数 的 完备 集 来 计算 9. MAS, 我 们 可 以 计算 Q = exp(—BA) 而 不 需要 实际 
地 求解 哈密 顿 量 为 .% 的 薛 定 廖 方程 . 


”练习 3.7 内 能 是 E, 的 平均 值 , 证 明 内 能 可 以 表示 为 Tre”) 
Tr(e~?* )， 


当 由 正则 系 综 计 算 系 统 的 比如 内 能 这 样 的 性 质 时 , 我 们 希望 这 样 得 到 
的 结果 与 运用 微 正则 系 综 所 得 的 结果 相同 . 确实 , 如 以 上 给 出 的 推导 已 经 
表明 的 , 当 系 统 很 大 时 , 两 种 系 综 将 是 等 价 的 . 这 一 点 可 以 用 两 种 方式 加 
以 说 明 . 首先 , 设想 将 Q 中 对 状态 的 求 和 分 拆 成 相同 能 级 的 不 同 态 的 组 合 ， 


BI 
Q= > e BE. 


v (4) 
=% N(B)”, 
L( tet) 
其 中 我 们 已 经 注意 到 状态 数 Q(E)) 正 是 第 ! 个 能 级 的 简 并 度 . 对 于 非常 大 
的 系统 , 能 级 之 间 的 间距 很 小 , 过 渡 到 连续 极限 看 来 是 很 自然 的 


其 中 Q(E) 是 态 密度 . 换言之 , 对 于 大 系统 , 正则 配 分 函数 是 微 正则 配 分 孙 
数 O(E) 的 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform), 一 个 重要 的 数学 定理 是 , 拉 普 
拉 斯 变换 是 唯一 的 . 由 于 这 种 唯一 性 , 两 个 函数 包含 着 全 同 的 信息 . 

然而 , 微 正则 系 综 中 的 能 量 是 固定 的 , 而 正则 系 综 中 的 能 量具 有 涨 落 . 
但 是 , 两 者 之 间 的 内 在 差别 与 系 综 的 等 价 性 并 不 矛盾 , 因为 涨 落 的 相对 大 
小 在 大 系统 的 极限 下 变 为 趋 于 零 地 小 . 为 看 出 其 中 的 原因 , 我 们 计算 正则 
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((8E)*) =((E — (E))*) = (E°) — (EY 


ia ol 1 
- Cae - | ($8 )、 7 
0? InQ /faa) 
=( Op? ) = 站: D 
注意 到 热 容 量 的 定义 Cu = (8E/8T)nv, WA 
((SE)?) = kpT?C,, 
这 本 身 就 是 一 个 重要 的 结果 , 因为 它 将 上 自发 涨 落 的 大 小 ((5E)?) -+ Aim BE 
变化 引起 的 能 量变 化 率 联 系 了 起 来 . (此 结论 已 预示 着 线性 响应 理论 和 涨 
落 - 耗 散 定 理 这 个 专题 , 将 在 第 八 章 中 讨论 .) 在 当前 上 下 文中 , 我 们 应 用 涨 
落 公式 去 估算 涨 落 的 相对 方 均 根 的 值 . 由 于 热 容 量 是 广 延 量 , 有 N 的 量 级 


(这 里 N 是 系统 中 的 粒子 数 ). 此 外 , (E) 也 与 N 同 量 级 . 因此 能 量 对 平均 值 
的 偏离 之 比 是 W- 去 的 量 级 , 即 

(E-E _ Vist? o as 

(E) (E) VNA 

对 于 大 的 系统 (N ~ 1023) 而 言 , 这 是 一 个 很 小 的 数 , 故而 我 们 可 以 把 平均 
值 (E) 作为 实验 上 测量 的 内 能 的 一 个 有 意义 的 预测 值 . (对 没有 内 部 结构 
粒子 的 理想 气体 , Cy = 5Nks, (E) = Nks7. 假设 N ~ 1072, 则 上 述 之 比 数 
值 上 ~ 10-1.) 此 外 , 通过 反 解 (OIn 2/OE)n v = BE, N, V) 可 将 微 正则 系 
综 中 的 能 量 瓦 写成 9 N,V 的 函数 , 只 要 系统 足够 大 , 这 样 的 能 量 与 正则 
系 综 中 的 内 能 (E) 将 是 不 可 区 分 的 . 
”练习 3.8 注意 到 , 观察 到 某 个 热平衡 闭 系 处 于 给 定 能 量 马 的 概率 为 


P(E) x N(E)e 2 = explln 0(E)— GE). 


In Q(E) 和 一 BE 均 为 N 量 级 ,这 意味 着 P(E) 的 分 布 范围 很 罕 , POUT E 
的 最 概 然 值 处 . 通过 对 P(E) 进行 最 陡 下 降 法 (method of steepest descent)! 计 
1 关于 这 个 方法 的 讨论 可 参见 有 关 文 献 ,例如 J. Mathews and R. L. Walker, Mathemati- 


cal Methods of Physics, 2nd ed., The Benjamin/Cummings Pub. Com., 1970, pp.82- 90. 译 
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算 证 明 这 个 结论 . 也 就 是 将 In P(E) 展开 为 6E = E- (E) HORAK, 并 在 
二 次 项 以 后 截断 . 利用 此 展开 式 , 对 0.001 摩尔 气体 估算 观察 妃 的 大 小 为 
LO-S(E) 的 自发 涨 落 的 概率 . 


83.4 一 个 简单 的 例子 


为 了 一 明 我 们 刚刚 所 描述 的 理论 , 考虑 一 个 由 六 个 可 分 辨 的 独立 料 
子 组 成 的 系统 , 每 一 个 这 样 的 粒子 都 可 以 存在 于 被 能 量 e 所 分 开 的 两 个 状 
态 之 一 中 . 我 们 可 以 通过 列 出 


z(n172 nj NN), Ny =O BRK 1 


来 指定 一 个 系统 的 状态 v, AP nj 给 定 粒子 j 的 态 . 对 一 个 给 定 状 态 的 系 
统 , 其 能 量 为 


N 
E; = 》 njE, 
j=l 


其 中 我 们 已 将 基态 能 量 取 为 零 . 
为 了 计算 这 个 模型 的 热力 学 性 质 , 我 们 先 使 用 微 正 则 系 综 . 第 m 个 能 
级 的 简 并 度 就 是 从 总 数 w 中 挑选 出 m 个 对 象 的 方式 数 , 即 


N! 
其 中 
E 
i A i BE a A F AT R iH 
S 
ke = ln AE, N), 


以 及 


B= AA (E) =T) 
kgT OF Jy Om jy 
为 了 使 最 后 一 个 等 式 有 意义 , N 必须 要 足够 大 使 得 8(E,N) 将 以 连续 的 
方式 依赖 于 m. 阶乘 的 连续 极限 是 斯 特 林 近似 (Stirling's approximation): 
InM!~ Min M 一 MM, 在 M 很 大 的 极限 下 它 变 为 精确 的 . 利用 这 个 近似 ,有 
oð N! O 


N 
= |n (* -1). 
m 
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综合 这 个 结果 和 关于 B 的 公式 , 可 得 


Ge = ln (~ 一 1) ; 
m 


或 者 
m 1 
N 1+e@e' 
于 是 , 作为 温度 的 函数 能 量 互 = me 为 
ji 
E = NeT he 


Œ T =0 R} E = 0 (BUR ASA BAG). MAT — 00, WEN Ne/2 ( 即 此 时 
所 有 态 有 相同 的 可 能 性 被 占据 )， 


练习 3.9 利用 斯 特 林 近似 以 及 关于 my/N 的 公式 导出 S8, N) 的 表示 
A. HAS Bow ( 即 了 一 0) 时 , 5 趋 近 于 零 . 来 出 SE, N) 并 检验 1/T 作 
A E/N 的 函数 的 行为 .证 明 , 对 于 E/N 的 某 些 值 , 1/ 了 可 能 是 负 的 . 


当然 , 我 们 也 可 以 用 正则 系 综 来 研究 这 个 模型 系统 . 在 这 种 情况 下 , 与 
热力 学 的 联系 是 
-BA=InQ=In) e 4". 


Lf 


利用 关于 E WAR ih 


AA, N) = `o exp em . 


T12; ‘GMN =0,1 


A fs Al 4 — ARA A BY He AR, 则 有 


N 


Q(B, N) = I] >. e Ben; — (1 Eo e Pe)N, 
j=1 n;=0,1 
因此 ， 
—BA = Nin(1l+e~"*). 
内 能 为 


_ [8(-84) ee PE Ne 
BP} = ( aB) )、 ~ NT pede ~ Ty be 


这 个 结果 与 从 微 正则 系 综 得 到 的 结果 精确 地 一 致 . 
练习 3.10 利用 


-B(A — (B)) = = 
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Hh eH, 并 证 明 这 个 结果 和 从 微 正则 系 综 对 NN 很 大 时 所 得 到 的 结果 相同 . 


83.5 ”广义 系 综 与 吉 布 斯 燃 公 式 


现在 让 我 们 用 一 种 更 一 般 的 方式 来 考虑 问题 , 为 什么 系 综 的 变化 相应 
于 热力 学 中 对 箭 进行 勒 让 德 变 换 . 首先 考虑 一 个 系统 , 其 力学 广 延 变量 用 
X 表示 . 也 就 是 , 5 = kpln N(E,X), H 


kz!dS = BdE + €dX. 


Ai, & X =N, HBA E= bu. 或 者 如 果 X 和 是 变量 集合 T, N, No. ---, Hb 
么 上 就 分 别 对 应 于 共 恩 变量 集合 Bp, — By, —Gy2,---. 因此 量 —€/6 对 应 于 
第 一 和 第 二 章 中 的 f. 

设想 某 个 处 于 平衡 的 系统 , 其 中 和 XX 发 生 涨 落 . 它 可 以 被 看 作 一 个 
孤立 复合 系统 的 一 部 分 , APA Moe E M XBR. 一 个 例子 
可 以 是 与 浴 接 触 的 一 个 开放 系统 , ALF ARE E FY A HE A Be AL A TB Pit 
动 . 该 例子 如 图 3.4 所 示 . 


图 3.4 淄 在 热 浴 中 的 系统 


系统 中 微观 态 的 概率 可 以 按 我 们 建立 正则 分 布 律 的 相同 方式 推导 出 
来 , 其 结果 如 下 , 
P, = = exp(—GE, — EX,), 
其 中 
z= >  exp(—BE, —EX,). 


Lf 


练习 3.11 证 明 该 结论 . 
WHAM E AX WEA Pr IA 


= 
a 
— 


dln 
or Dd esl., 
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和 
Olnsé 
P,X, = 
-DeX Ley 
其 中 Y 是 指 在 系统 中 不 发 生 涨 落 的 所 有 广 延 变 量 . 考虑 到 微分 关系 , 有 
dln = = — (E) d8 — (X) dë. 
现在 考虑 量 
Ys PnP, 
则 有 
S =—kp) Py (-mE - BE, - EX] 
=kp {n 5 + GE) + &(X)}. 
因此 , A/kp 是 将 In E 变换 为 (EL) Al OX) 的 函数 的 勒 让 德 变换 , 即 
dF = Bked (FE) + Ekgd (X), 
这 意味 着 .> BS ERA S. 因此, 一般 地 有 


这 个 关于 箭 的 结果 是 一 个 着 名 的 结果 . 这 个 公式 称 为 吉 布 斯 炳 公式 . 


”练习 3.12 EAM EM AR PAX S= kgn (N,V, E) 与 吉 布 
斯 公式 是 一 致 的 ， 


应 用 这 些 会 式 的 最 重要 例子 是 巨 正 则 系 综 【grand canonical ensemble). 
该 系 综 是 体积 为 V 的 开放 系统 的 所 有 态 的 集合 . 能 量 和 粒子 数 均 随 态 的 
不 同 有 涨 落 , 而 且 控制 这 些 涨 落 大 小 的 共 罗 场 分 别 是 8 和 -Bn. 于 是 , 用 
符号 表示 有 N, 个 粒子 和 能 量 EE, 的 态 , 则 有 


l 
P, = =exp(—GE, + GuN_), 


S= -kg X P, [|-ln£ -— BE, + BuN,] 
= —kpg [- ln £ — 6 (E) + Bp (N), 


或 者 , 重新 排列 各 项 , 有 
In. = = Boy, 
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式 中 了 是 热力 学 压强 . 注意 到 : 


==) _exp(—E, + BaN, ) 
是 b, Bn FUR AA HY PR. ( 它 依赖 于 体积 是 因为 能 量 E, 依赖 于 系统 的 大 小 ). 
因此 , 开放 系统 的 “ 目 由 能 ”BpV Zé p, Bu AV BY A A PR 3I. 
与 正则 系 综 中 相同 的 方式 可 以 分 析 巨 正则 系 综 中 的 涨 落 公 式 . 例如 ， 


((8N)?) =((N 一 (N))2) = (N°) — (NY? 
=D NEP, -9 9 Ne Ny Py Py 


[ő mE 
s ð (N) 
ana, _ (O(N) 
‘(ON) ) = ( Əbu Jaw 
推广 到 多 组 元 系统 也 可 以 按 相同 的 方式 计算 出 来 , 这 部 分 留 作 练习 . 
回忆 起 在 我 们 对 热力 学 稳定 性 ( 即 自由 能 的 凸 性 ) 的 研究 中 ,我们 发 现 
(On/Op) > 0. 现在 我 们 在 一 个 不 同 的 背景 中 得 到 同样 的 结果 . 特别 是 , 注意 
到 (N) = nNo, 其 中 No 是 阿 伏 伽 德 罗 常量 , 并 且 因 为 SN =N - (N) 是 实数 ， 
它 的 平方 是 正 的 . 因此 , 9(N) /OBu = ((8N)?) > 0. 类 似 地 , 在 第 二 章 中 我 们 
从 热力 学 稳定 性 发 现 C, > 0. 在 这 一 章 中 , 我 们 得 到 kyT2C, = ((8E)?) > 0 
一 般 地 , 统计 力学 将 总 是 给 出 关系 


O(X > 
(P) = ax 
等 式 右边 显然 是 正 的 ,左边 确定 热力 学 自由 能 的 曲率 或 凸 性 . 


83.6 ”无 关联 粒子 系统 的 涨 落 


在 本 廊 中 ,我 们 将 说 明 自 发 微观 涨 落 的 性 质 是 如 何 支 配 一 个 系统 的 宏 
观 可 观察 行为 的 . 在 说 明 中 , 我 们 考虑 无 关联 粒子 系统 的 浓度 涨 落 或 密度 
涨 落 , 并 证 明理 想 气 体 定律 ( 即 pV = nRT) 是 根据 没有 粒子 间 的 关联 这 个 
假设 所 导出 的 . 在 第 四 章 我 们 将 回 到 理想 气体 , 在 那里 将 从 对 其 能 级 的 详 
细 讨 论 寻 出 它 的 热力 学 性 质 . 然而 ,下文 的 分 析 是 非常 有 意义 的 , 这 是 由 于 
它 的 普 过 性, 甚至 可 用 于 溶剂 中 低 浓 度 的 大 聚合 物 . 
! 这 里 的 通常 称 为 巨 正则 配 分 函数 .一 一 译注 
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首先 , 我 们 设想 将 系统 的 体积 分 割 成 为 一 些 元 胞 , 如 图 3.5 所 示 . 我 们 
所 关心 区 域 中 的 涨 落 将 遵从 第 3.5 节 所 描述 的 巨 正则 分 布 律 . 我 们 将 假设 
所 构造 的 每 个 元 胞 足够 小 以 至 于 同一 元 胞 内 在 同一 时 刻 有 超过 一 个 粒子 
的 可 能 性 是 可 以 忽略 不 计 的 . 因此 ,我 们 通过 列 出 一 系列 数 (ni, n2, ,mm) 
来 表征 任何 统计 上 可 能 的 位 形 , 这 些 数 满足 


ni 二 1, 如 果 一 个 粒子 在 第 i 个 元 胞 内 
=0, 其它 情 视 


所 考虑 的 有 m 个 
元 胞 的 区 域 


有 固定 粒子 数 NToTAL 


的 巨大 总 系统 
图 3.5 “分割 为 元 胞 
利用 这 些 数 , 在 所 关心 的 区 域 中 的 瞬时 总 粒子 数 为 
N= Dn, 
i=] 
且 该 数 的 方 均 涨 落 为 


((8N)?) =([N — (NP) = (N?) 一 (NY? 
= > (miny) — (ni) (n3)]. 


这 些 关 系 完 全 是 普 衣 的 . 当 考 虑 不 同 粒子 之 间 互 相 是 无 关联 的 , 且 这 
种 无 关联 性 是 因为 粒子 的 低 浓度 导致 的 , 对 于 这 样 的 情况 , 可 以 找到 一 种 
WE. 这 两 个 物理 条 件 分 别 意 味 着 


(ninj) = (ni)(nj), Six HM (b) 


(a) 
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(参见 练习 3.17) 以 及 
(ni) <1. (c) 


此 外 , 因为 mw ZAE OAE NL, M n? = n, 因而 
(nj) = (ni) = (m1), (d) 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 基于 每 个 元 胞 有 相同 大 小 或 相同 类 型 这 个 假设 的 . 因 
此 , 平均 而 言 , 每 个 元 胞 与 其 它 元 胞 有 完全 相同 的 行为 . 
将 (b) 代入 (a), 得 到 
((8N)?) = > (n?) — (ni) ?| 


应 用 (d) 则 给 出 
((6N)*) = m (nm) (1 — (nz)). 
最 后 , 由 (c) 我 们 得 到 
((6N)*) = m (nı) = (N). 


仅 就 其 本 号 而 言 , 这 个 关系 就 已 经 是 一 个 非凡 的 结果 . 但 其 热力 学 结 
Ae BA) E S A EN RRR Al. 
特别 地 , A Ay RSR AY) DX Sa h E EN RERE, 我 们 知道 (参见 第 


3.5 TAMK 3.15) 
2, _ /0(N) 
(èn) ) 7 ( OB us ) 
XE, 对 于 一 个 无 关联 粒子 的 系统 , 我 们 有 


[ = (N), 


或 者 除 以 V 并 取 倒 数 , 则 有 
(25H) -1 
Op}, P 


其 中 p= (N)/V. 这 样 , 通过 积分 , 可 得 
Bh = tt BL + Inp. 
此 外 , 由 标准 化 的 处 理 (参见 练习 1.14) 


ane -一 aes ae 一 l, 
es Op Op B 
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其 中 第 一 个 等 式 是 一 般 的 热力 学 关系 , 而 第 二 个 等 式 适用 于 我 们 对 无 关联 
粒子 所 得 到 的 结果 . 积分 可 得 
Bp = p, 


其 中 我 们 已 将 积分 常数 取 为 0, 因为 当 密 度 p 赵 于 0 时 压强 应 该 为 零 . 这 
个 方程 就 是 著名 的 理想 气体 定律 pV = nRT, 其 中 我 们 已 确认 气体 常数 R 
为 玻 尔 北 坚 和 常量 乘 以 阿 伏 伽 德 罗 常量 No, 


R = kg No. 


总 之 , 我 们 已 经 证 明 , 无 关联 统计 行为 的 假设 意味 着 , 对 于 单元 系 , 有 


px er 


并 且 
Bp 


p 
到 多 元 系 的 推广 是 直截了当 的 事 , 留 作 练习 . 


§3.7 平衡 分 布 函数 的 另 一 种 导出 方法 


至 此 , 我 们 所 用 的 方法 是 从 对 平衡 态 进行 统计 描述 开始 的 , 然后 得 到 
不 等 式 和 分 布 律 , 我 们 将 它们 作为 热力 学 的 基础 . 换 一 种 方式 , 我们 也 可 以 
从 第 二 是 律 和 言 布 斯 精 公 式 开 始 , 而 不 是 从 等 权 厚 理 演 绎 出 它们 .在 接 下 
来 的 几 页 中 , 我 们 将 循 着 这 另 一 种 途径 进行 讨论 . 
§3.7.1 MAIS 3E tE 

AA A 78 Br Heh ZS SX Fe FR AT AY A a, Fe TT ae AST HE ( 广 延 性 )， 
iP EE SR AY. 考虑 包含 于 两 个 盒子 A 和 B 中 的 一 个 系统 ( 见 


图 3.6). 系统 的 总 精 记 为 Sap. WREE HE ee, 则 Sas = Sa + Sg. MA 
斯 公式 


= 1, 


Sap = —kp S >. Pap(va,vp) ln Pap(va, ve), 


Va VR 


tf ti 
Sa SB 


图 3.6 两 个 独立 的 子 系统 4 和 已 
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其 中 va 和 vs 分 别 表 示 子 系统 4 和 已 的 态 . 因为 子 系统 之 间 是 无 耦合 的 ， 


有 
Pap(va,vp) = Pa(va)Pp(vp). 
因此 有 
Sap =- ks > 》 Pap(va,ve) In Pap(va,vpB)| 
一 一 kp X Pe(vp) 》 Pa(va) in Pa(va) 


— kp 》 Pa(va) 》 Pa(vp) In Pave) 


LY 


= — kp >. Pa(va)ln Pa(va) — kp S Pp(vp) ln Pa(vp) 


bA VB 


= DA 十 Sp. 


其 中 倒数 第 二 个 等 式 是 由 归 一 化 条 件 得 到 的 . 这 个 简单 的 计算 表明 吉 布 
斯 灯 显 示 了 热力 学 性 质 Sap = Sa 十 SB. 


练习 3.13 如 果 假 定 函 数 形 式 
S= RNP: 


其 中 f(r) Æ rik BR, RE eR S HS UHM BRA f(x) = cln rz， 
其 中 ce 是 一 个 任意 第 数 . 


83.7.2 WEN RiR 


对 于 一 个 孤立 系统 , 能 量 E, 粒子 数 N 和 体积 V 是 固定 的 . 适合 这 样 
系统 的 系 综 是 微 正 则 系 综 : EN 和 VV 固定 的 所 有 态 的 集合 . 
AY SSPE AS j 的 平衡 概率 P, 我 们 要 求 满足 热力 学 平衡 条 件 . 根据 第 
二 定律 ， 
(8S)gvn = 0. 
换 句 话说 , F r BT Gr WUE AS EY ps aE E A tse K EL YS OD i. 我 们 利用 这 个 原 
H, 并 在 下 列 约束 条 件 下 进行 求 最 大 值 的 过 程 ， 


(E) = 2_ E;P}, (a) 


(N) = 2 NjP,, (b) 
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以 及 
l= >) P (c) 

J 
在 微 正则 系 综 中 , Ej = E = 常数 ,Ni = N = 常数 , AMA (a), (b), (c) 是 


完全 相同 的 
使 用 拉 格 明日 乘 子 y, 我 们 寻找 一 个 P, 使 得 


(5 +71) =0, 
或 者 , 插入 方程 (c) AE AT REZ SK, 


EST HER) 


了 J 
=) dP; [-ke ln Pj — kg + 7]. 
J 


因为 这 个 方程 对 所 有 5P; 都 成 立 , 方 插 号 [ ] 内 的 量 必须 等 于 0. 于 是 


In Pj = = 常数 . 


kp 
这 个 常数 可 以 由 归 一 化 条 件 确 定 ， 


at ake a 55-3 (5) 


TÆ, 
= RAME EHNA 
总 之 , 对 于 微 正则 系 综 ， 
1 
=0, MRE AL 
其 炳 为 


1 1 
S=+kp ð gm =ks nN) A = kp ln ĝ. 
J 了 
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63.7.3 正则 系 综 


这 个 系 综 适 用 于 热 浴 中 的 封闭 系统 . N,V 和 了 是 固定 的 , 但 能 量 却 不 
固定 . 热力 学 平衡 现在 给 出 


6(S + a(E) +71) = 0, 


这 里 a Al y eT BA HE. 将 方程 (a), (c) AR TMA KAW EA 
程 联 立 , 我 们 得 到 


>》 [—kp ln P; — kp + aE; + YP; = 0. 
j 


这 个 表达 式 对 任意 5P; 均 成 立 , 则 有 
|—kB ln P; — kg + ak; + | = i, 


BJ 
TA ee, (d) 
kg 


为 了 确定 a 和 ?, 我们 使 用 热力 学 恒等式 


8(E) 
E ye T 
由 方程 (a), 得 到 

(8(E))yy = D> BidP;, 


J 


EH A ARA (d), 可 得 


aE; — kg +y 
5S ——k 3 i -日 
A ” zè, | kg | 


J 


F- 
=—kp 2 ,6B 
了 


其 中 最 后 一 个 等 式 由 事实 OOP; = ôl = 0 HEM. 注意, 在 (E) 的 变 分 中 , 我 


们 并 不 改变 By, 因为 变 分 是 指 态 的 能 量 固定 , 而 P, ( 即 态 的 分 布 ) 变化 . 用 
(S(E))v.n 除 以 (8S)Jvw 得 到 
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将 该 结果 与 式 (d) VA BH Ai Ot a RE I, 得 到 
+ kal — yT (E) + kgT — yT 
S= dP, Ae |= = men 
于 是 
yT = A + kgT, 


其 中 
A = (E) — TS = Z th A h AE. 


总 的 来 说 , 对 正则 系 综 有 


P; = eBlE;-A] 


其 中 


因为 P; 是 归 一 化 的 

=1 = ef4A Se FFs, 

了 j 
于 是 , 配 分 函数 (partition function) Q 

Q = Se AE: 
j 
也 可 以 由 下 式 给 出 
Q = @ PA, 
单 从 热力 学 角度 考虑 , 很 明显 有 关 @ 的 知识 可 以 告诉 我 们 关于 这 个 

系统 的 所 有 热力 学 信息 . 例如 ， 


ð ln Q _ | O(—GA) 3 
| OV law =| ƏV [a5 


Hp p Em, H 
aInQ] [8(-84) 
kaaa a dye 
其 中 (E) 是 内 能 . 


夫 似 的 分 析 也 可 以 用 于 其 它 系 综 . 因此 , 一 般 而 言 , 等 权 原 理 与 吉 布 斯 
烂 公 式 以 及 热力 学 第 二 定律 的 变 分 表述 是 等 价 的 . 
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附加 练习 
3.14. 利用 吉 布 斯 炉 公式 以 及 平衡 条 件 
(85) gy viny = 0, 


导出 巨 正则 系 综 的 概率 分 布 . 巨 正 则 系 综 是 N 和 已 均 可 以 变化 的 系 
综 . 所 得 结果 应 是 


P, = 5 "exp[-BE,+ BuN,], 
其 中 v 标 志 系 统 的 态 (包括 粒子 数 ), 且 
= = exp(BpV). 


3.15. 对 于 一 个 多 元 开放 系统 , 试 证 明 


(SNi5N ) = (So ) | 
OB i; B Bun V 


其 中 6Ni = Ni 一 (Ni) 是 第 i 类 粒子 数 偏离 平均 值 的 涨 落 , 1; 是 该 类 粒 
子 的 化 学 势 . 类 似 地 , 将 (86Ni;8NISN;) 与 某 一 热力 学 导数 联系 起 来 . 最 
后 , 对 于 巨 正则 系 综 中 的 一 单元 系统 , 试 计算 E), 并 将 该 量 与 定 容 
热 容量 和 压缩 率 联 系 起 来 . 前 者 确定 了 密度 无 涨 落 情况 下 正则 系 综 中 
能 量 方 均 涨 落 的 大 小 , 而 后 者 确定 了 密度 方 均 涨 落 的 大 小 . 

3.16. 对 热平衡 开放 系统 中 的 0.01 摩尔 的 理想 气体 , 进行 数值 计算 求 能 量 
相对 于 平均 值 的 相对 方 均 根 偏差 以 及 密度 相对 于 平均 值 的 相对 方 均 
根 偏差 . 

3.17. (a) 者 虑 一 个 随机 变量 r, 它 可 在 区 间 a < x <b 内 任意 取 值 . 令 
g(x), f(z) Aa MEE BH) RPM ec HPA p(x) 的 平均 值 , Bp 


h 
49) = J drg(z)p(z). 


bE A AT THE HY g(x) 和 f(x), 


34 A 35 
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其 中 ro 是 介 于 a 和 上 bb 之 间 的 一 个 点 , 8(z 一 Zo) 是 狄 拉克 8 函数 
d(y) = 0, y #0, 


A _ 
dyd(y) = 1. 


注意 , 根据 这 个 定义 , 8(z -— ro) 是 位 于 z=zo 的 零 (或 无 穷 小 ) KAHN 
归 一 化 分 布 . 

b) 考虑 具有 联合 概率 分 布 ple, y) 的 两 个 随机 变量 xz fo y. 证 明 
对 所 有 函数 g(x) 和 f(x) 


(f(x)g(x)) 三 《用 49)， 
4 A 4 
p(x, y) = pi(x)pe(y), 


其 中 plr) # poly) PRA x Foy HDA. 

3.18. 考虑 磁场 强度 为 五 的 磁场 中 , N 个 可 分 辩 的 无 相互 作用 的 自 旋 构成 
的 系统 . 每 个 自 旋 有 大 小 为 wp HRB GRS DH MBA MAH 
相反 . 因此 , 一 特定 状态 的 能 量 为 


N 
X —nipH, m = +1, 
i=1 
EP niu ÆI BAA OH BH. 
(a) 通过 使 用 由 变量 8, 互 和 NN 所 表征 的 系 综 , 确定 该 系统 的 作为 
这 些 变量 函数 的 内 能 . 
(b) 确定 该 系统 的 作为 BH Fo N BAH IB. 
(c) ALMA TOON, AA EE Fe hh RTH. 
3.19. (a) 对 练习 3.18 中 描述 的 系统 , 求 出 平均 总 磁化 强度 


N 
(M) = (> nt) 


i=] 
EX 8H Fe N W BH HK. 
(b) 类 似 地 , 确定 ((5M)*), 其 中 


5M = M — (M), 
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or) 
GF es 
做 比较 . 


(c) 在 了 工 一 0 的 极限 下 , 导出 (M) Fe ((8M)?) 的 行为 
3.20. 考虑 练习 3.18 和 3.19 中 研究 过 的 系统 . 利用 总 磁化 强度 固定 的 系 综 ， 
确定 作为 该 系 综 的 自然 变量 的 函数 的 磁场 与 温度 之 比 即 BH 的 表达 
式 . 在 六 很 大 的 极限 下 ,证 明 以 这 种 方式 所 得 结果 与 练习 3.19 中 得 到 
的 结果 等 价 . 
3.21.* 在 本 问题 中 , 需要 考虑 蝇 体 中 溶解 的 低 浓 度 混合 价 键 化 合 物 的 行为 . 
图 3.7 是 这 样 一 个 化 合 物 的 示意 图 . 我 们 将 假设 这 个 化 合 物 仅 有 两 种 
位 型 状态 , 如 图 3.8 所 示 . 这 两 种 态 分 别 对 应 于 有 电子 局 域 在 左边 或 
右边 的 铁 原子 附近 . 这 种 类 型 的 二 态 模型 与 初等 量子 化 学 中 处 理 H+ 
分 子 的 原子 轨道 线性 组 合 (LCAO) 处 理 方 法 类 似 . 在 固体 物理 文献 中 ， 
ik FP HAR AY AR A KR RAP” UE (tight binding approximation). 


并 将 结果 与 磁化 率 


图 3.7 攻 想 为 两 个 阳 离子 加 一 个 电子 的 混合 价 键 化 合 物 
在 没有 周围 的 晶体 时 , 化 合 物 的 哈密 顿 量 是 2, RAHA 


(ALl A) = (B| |B) =0 (对 于 所 选取 的 能 量 零 点 ) 
(A| |B) = -4 


对 态 4 或 也 ,化合物 之 一 的 电 偶 极 憩 为 
u = (Alm|A) = —(B|m|B), 


其 中 mm 表示 电子 偶 极 算 符 . 为 进一步 简化 , 设想 态 A 和 BB 之 间 的 空间 
重合 可 以 和 忽略, 也 就 是 


(A|B) = 0 以 及 (Alm|B)=0. 


Tå 


Mite maA E, A d RT A G a ea HIS TS. 每 种 
化 合 物 的 哈密 顿 量 是 


KH = Hy —mé 


图 3.8 混合 价 键 化 合 物 的 两 态 模型 


(a) RIEA 4 E= 0 时 ,单个 化 合 物 哈密 顿 量 的 本 征 态 是 
1 
Jt) = 7g HA) = 1B) 
且 能 级 为 LA. 

(b) 计算 当 E =0 时 混合 价 键 化 合 物 系统 的 正则 配 分 函数 ,采用 
如 下 两 种 方式 : (i) 通过 用 能 量 本 征 值 计算 玻 尔 益 量 加 权 和 ; (ii) 使 用 位 
形态 |A) 和 |B) 计算 e 9 的 矩阵 迹 , 后 者 的 态 会 使 m HR MH 对 
角 化 . 不 过 两 种 计算 应 该 会 得 到 同样 的 结果 , 为 什么 ? 

(c) 当 GO ABM, 计算 下 列 平均 值 (Gm), (Gi)(m|》, (iii) ((ôm)?), 这 
里 ôm =m -— (m). 

(d) ž E #0 时 , dikek ARRA, 存在 溶解 的 自由 能 
A(E) 一 A(0)|/N, BEN 有 是 化 合 物 的 数目 . (i) 先 确 定 本 征 能 量 , 它 是 6 
的 函数, 再 计算 适当 的 玻 尔 兹 曼 加 权 和 , (ii) 利用 位 形态 |4) 和 |B), 求 
BSH BEME, 用 这 两 种 方法 可 以 求 溶 解 的 自由 能 . 两 种 计算 应 得 到 
相同 的 结果 , 尽管 第 二 种 计算 在 代数 上 会 显得 宛 长 . (在 第 二 种 情况 中 
通过 利用 泡 利 (Pauli) 自 旋 和 矩阵 的 性 质 来 进行 代数 运算 , 你 会 发 现 这 是 
很 有 用 的 .) 

(e) 4 E £0, 计算 (m) 和 (|m|). HBAS 6 =0 时 所 得 值 进行 


比较 . 为 什么 (m) 会 随 8 的 增加 而 增加 ? 


3.22. (a) 考虑 一 个 由 范 德 瓦 尔 斯 方程 Bp = p/(1—bp)—Gap? (其 中 p= (NY/V) 


描述 的 流体 区 域 . 这 个 区 域 的 体积 是 3. 由 于 系统 中 会 有 自发 涨 落 , 该 
区 域 中 密度 的 且 时 值 与 平均 值 可 以 相差 一 个 量 8p. 试 确定 作为 B,p,a,b 
和 L? 的 削 数 的 这 些 涨 落 的 典型 相对 大 小 , 也 就 是 计算 《(8p)2》 p. 证 
明 在 考虑 对 宏观 系统 ( 即 区 域 的 大 小 变 为 宏观 尺度 , 也 即 L — oo) H 
行 观测 时 , 相对 涨 落 会 变 得 可 以 忽略 不 计 . 
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(22) 7 (5) -Q 

Op } 4 Op? 8 
时 , 流体 处 在 “临界 点 ”". 对 遵循 范 德 瓦 尔 斯 方程 的 流体 确定 临界 点 的 
E JS Fe isn FE, PP IP REA a fob BAH Ge 和 pg. 

O 考虑 流体 中 大 小 为 L3 的 子 体积 . 假定 L3 是 一 个 分 子 的 空间 
填充 体积 (space filling volume) 的 100 4%, 即 L? = 100b. 对 流体 中 的 这 个 
区 域 , 当 p = pc 且 温 度 高 于 临界 温度 10% 时 , 计算 流体 密度 涨 落 的 相 
对 大 小 . 对 偏离 临界 温度 0.1% 和 0.001%% 的 温度 ,重复 上 述 计 算 . 
(d) 肉眼 可 见 光 的 波长 大 约 为 1000A 的 量 级 . 密度 涨 落 会 引起 折 

射 府 的 变化 , 而 这 些 变化 性 致 光 的 散射 . 因此 , 如 果 一 宽度 1000A 的 流 
体 区 域 中 有 显著 的 密度 涨 落 时, 我 们 用 肉眼 将 会 观察 到 这 些 涨 落 . 在 
(b) 部 分 所 进行 的 那 类 计算 的 基础 之 上 , 确定 临界 涨 落 变 为 光学 上 可 
以 观测 的 涨 落 之 前 , 系统 是 如 何 接近 于 临界 点 的 . 流体 中 接近 于 临界 
点 时 发 生 的 长 波 密度 涨 落 现象 称 为 临界 乳 光 (critical opalescence).( 注 
E: 你 将 需要 估计 上 bb 的 大 小 , 为 此 你 应 该 注意 到 小 分 子 的 典型 直径 大 
约 为 5A.) 

3.23. 考 谍 一 个 低 波 度 溶 质粒 子 的 溶液 . 溶质 分 子 经 历 两 种 同 分 异 构 体 
A, B Zt) 4 构象 转变 (conformational transitions). 4 Na 和 Ng 分 
别 表 示 同 分 开 构 体 A、B 的 分 子 数 . 溶质 分 子 的 总 数 N 二 Na 十 NB 保 
村 为 一 常数 , 但 在 任 一 瞬时 , Na 和 NB 的 值 不 同 于 它们 的 平均 值 (Na) 
和 (Ne). 试 证 明 方 均 涨 落 由 下 式 给 出 


((Na — (Na))*) = TATBN, 
其 中 ra 和 zB 分 别 是 分 子 A Fo B 的 平均 摩尔 分 数 , 即 


(Na) 

T 

提示 : 你 将 必须 假设 溶质 分 子 是 在 如 此 之 低 的 浓度 下 , 因而 每 一 个 溶 
质 分 子 与 其 它 溶质 分 子 之 间 没 有 关联 . 参见 第 3.6 节 ] 


LA = 
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第 四 章 
无 相互 作用 的 (理想 ) 系统 


在 本 章 中 , 我 们 考虑 用 统计 力学 处 理 最 简单 的 系统 . 这 些 系 统 由 粒子 
(或 准 粒子 ) 组 成 , 它们 之 间 没 有 相互 作用 .这 些 模型 称 为 理想 气体 (ideal 
gases). 


统计 物理 的 原理 指定 形 如 
》 exp(—SE,) 


或 
>_ exp[-3(Ev — nN) 


这 样 的 配 分 函数 的 计算 . 这 些 表 示 式 是 对 所 有 可 能 涨 落 的 玻 尔 兹 曼 加 权 求 
和 , 也 就 是 对 我 们 控制 系统 所 用 的 约束 允许 的 所 有 微观 状态 的 加 权 求 和 . 
第 一 个 求 和 式 只 考虑 了 具有 相同 粒子 数 的 态 ; 第 二 个 求 和 式 也 考虑 了 粒子 
数 的 涨 落 , 并 且 化 学 势 项 说 明了 改变 粒子 数 相应 的 能 量 关系 . 注意 到 , 如 果 
我 们 在 第 二 个 和 式 中 限定 仅 包含 粒子 数 N, 取 值 N 的 那些 态 v, 则 第 二 个 
和 式 将 正比 于 第 一 个 和 式 . 

这 两 个 求 和 式 或 配 分 函数 是 统计 理论 的 核心 , 因为 某 种 事情 发 生 的 概 
率 是 对 那些 与 该 发 生 相 一 致 的 所 有 涨 落 或 微观 态 的 玻 尔 兹 曼 加 权 求 和 . 例 
如 , 在 一 个 开放 系统 中 , 粒子 数 N, 随 态 而 涨 落 , 有 精确 的 N 个 粒子 的 概率 
为 

Py x X` ™ exp[—B(E, — JN,)] = "N Y exp(—BEvy ), 


其 中 , 求 和 号 的 上 标 “N” 表 示 求 和 只 包含 N, = N 那些 态 v, 这 些 态 由 指标 
ZN 标记 . 
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在 没有 约束 时 , 涨 落 目 发 地 发 生 , 并 且 这 些 公 式 表 明 目 发 涨 落 的 概率 
取决 于 与 玻 尔 兹 曼 热 能 即 kpT = 871 相 比 拟 的 这 些 涨 落 的 能 量 . 因此 , 温 
RE ER ey, 允许 的 涨 洛 或 随机 性 越 大 . 当 了 一 0 时 , 仅 有 单 粒 了 于 能 量 与 基态 的 
单 粒 子 能 量 相 等 的 那些 态 才 是 可 以 达到 的 态 . 

REWA REIKIA w w e M EA RARA TIE, 因为 必须 考虑 
大 量 效 目的 微观 态 , JHR IEE AS m BE a aT. 这 种 复杂 性 是 统计 
力学 明和 被 认为 是 有 较 高 难度 的 学 科 的 原因 . 然而 , 随 着 本 书 的 深入 , 我 们 
将 给 证 者 介绍 许多 对 相 天 涨 沙 进行 抽样 的 实用 方法 , 其 中 最 简单 的 方法 是 
因子 化 近似 (factorization approximations). 当 系 统 是 由 没有 相互 作用 的 自由 
度 ! 组 成 时 , 这 种 近似 就 变 为 精确 的 , 本 章 中 所 考虑 的 模型 就 属于 这 类 系统 . 

要 理解 因子 化 方法 是 如 何 起 作用 的 , 假设 能 量 EL, 分 为 两 部 分 E, = 
EN) + BY), 其 中 态 的 标记 v 依赖 于 n Am, 并 且 这 些 指 标 m,n 相互 独立 . 
于 是 正则 配 分 函数 


Q = ` e Phy 一 > exp (-BEQ) ) exp (- BE?) 


可 以 因子 化 为 
= ba exp (-6E) bs exp (—6E?) ) 


其 中 第 二 个 等 号 中 引入 QM 和 Q@, 它们 分 别 是 与 能 量 BN 和 EY? 相关 
的 玻 尔 效 曼 加 权 求 和 . 注意 到 这 些 能 量 在 下 列 意义 上 是 无 关联 的 ， 


(E WEY) = g 2 EP EQ exp -AEP + EQ) 


TL TTL 


Z QQ, 


3 ln Q) ð nQ” 
-5 aay T EO AEO) 


不 难 推广 到 个 无 关联 有 目 由 度 的 情况 , 此 时 有 
Q = QMigt). .. Qin), 
如 果 这 些 自由 度 都 是 同类 型 的 , 公式 可 进一步 简化 为 


Q = (QM), 


! 严 格 来 说 不 是 自由 度 而 应 该 是 模 (如 简 正 模 ) 或 准 粒 子 (如 下 文 的 声 子 ) 模 和 自由 
度 是 两 个 不 同 的 概念 . 简 正 模 的 数目 一 般 等 于 自由 度数 . 下 文中 的 自由 度 也 应 如 此 理 
fi. 译注 
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因此 , 这 种 因子 化 意味 着 我 们 仅 需 对 一 个 自由 度 的 微观 态 进 行 玻 尔 效 曼 抽 
样 , 然后 只 不 过 取 结 果 的 N URE BM Ay. 为 使 这 样 简 化 的 重要 性 更 显 闭 , 假 
设 一 个 系统 有 N = 1000 个 自由 度 , 每 个 可 以 出 现在 五 个 微观 态 之 一 中 , 整 
个 系统 可 以 抽样 的 总 态 数 为 51000 一 -一 个 大 得 不 可 思议 的 数字 . 然而 因 
子 化 则 意味 着 , 我 们 只 需要 明显 地 列 出 5 个 态 即 可 . 

在 某 些 情况 下 , 因子 化 近似 是 适用 的 , 因为 这 些 系统 由 无 关联 的 粒子 
组 成 . 一 个 例子 就 是 经 典 理想 气体 . 这 里 , 总 能 量 是 单 粒子 能 量 之 和 . 并 且 ， 
如 果 这 些 粒 子 是 可 分 辨 的 , id o> eK ROR N q^, 其 中 gq 是 对 单 粒 子 态 的 玻 尔 
效 曼 求 和 . 进一步 , TE fer ilk PF, “Ze SL” 模型 是 对 实际 情况 非 第 好 的 近似 (后 
面 会 进一步 精确 化 ), 此 时 与 粒子 数 相 比 , 可 能 的 单 粒 子 态 数 非常 大 . 在 这 
种 情况 下 , 每 一 NN 粒子 态 出 现 N! 次 , 这 相当 于 把 NN 个 不 同 的 单 粒 子 态 分 
配给 NN 个 不 可 分 状 的 粒子 的 方式 数 . 因此 , 正确 的 配 分 图 数 是 

| N 
NI? ° 
如 果 没 有 因子 (N!)-!, 我 们 就 多 计算 了 可 分 辨 的 态 . 

ERE EU F, 即使 系统 中 的 实际 粒子 不 是 无 天 联 的 , 因子 化 方法 依然 
适用 . 这 里 , 我们 发 现 , 可 以 找到 无 关联 的 集体 变量 ! (collective variable) 
依赖 于 一 大 群 粒 于 集合 的 坐标 或 状态 的 变量 . 一 个 例子 就 是 固体 中 的 小 
幅 振 动 模 . 这 些 模 称 作 声 子 (phonon). 另 一 个 例子 是 由 无 相互 作用 粒子 组 
成 的 量子 系统 的 占有 数 (occupation numbers). 

在 本 草 中 ,我们 将 要 考虑 声 子 、 占 有 数 、 经典 理想 气体 以 及 许多 其 它 
的 例子 , 以 说 明 如 何 使 用 因子 化 方法 


84.1 占有 数 


分 析 任 何 模 型 的 第 一 步 包 括 对 微观 态 的 分 类 . 量子 系统 的 态 可 以 用 该 
AS AY UE PRI 更 ,(71,72,… ,TN) 来 表示 . 这 里 , 五 是 一 个 N 粒子 系统 的 薛 定 
请 方程 的 第 v 个 本 征 解 . 如 果 粒 子 加 没有 相互 作用 ( 即 理想 系统 ), WY HE we 
数 就 可 以 表示 成 单 粒 子 波 图 数 的 一 个 对 称 化 的 乘积 2. 这 些 单 粒 子 波 函数 
用 gilr) $2(7),… ,98;(7),… 表示 . 对 一 个 特定 态 比 如 vw 来 说 , 于 (71,:… ,rn】 
是 对 称 化 的 乘积 , 其 中 包含 具有 单 粒 子 波 图 数 AY ni 个 粒子 , 具有 单 粒 
TRR 各 的 no 个 粒子 , 等 等 . 这 些 数 ni, no, ,mi 就 分 别称 为 第 一 
个 , 第 二 个 ,…, 第 7 个 ,… 单 粒 子 态 上 的 占有 数 . 如 果 N 个 粒子 是 不 可 分 
PEAY (如 量子 粒子 那样), WAS > 完全 由 一 组 占有 数 (nino, ,nj;,…) 所 确 


! 用 集体 变量 表征 模 . 无 关联 集体 变量 相应 的 模 的 集合 也 是 无 关联 的 .一 一 译注 
?对 于 费 米 粒子 ,乘积 是 反对 称 的 ; 对 于 玻 色 粒子 ,乘积 是 对 称 的 . 
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E, 因为 任何 更 多 的 细节 将 是 对 在 第 ;个 单 粒 子 态 上 的 nj 个 粒子 之 间 进 
ITI. 

例如 , 考虑 一 个 有 三 个 粒子 (图 4.1 中 用 小 圆圈 表示 ) 的 系统 , 粒子 可 
以 处 于 两 个 单 粒 子 态 a 和 8 之 一 上 . 图 4.1 中 示 出 了 该 三 粒子 系统 的 所 有 
可 能 的 态 . 用 占有 数 表 示 , 态 1 有 me=0ne=3; 态 2 有 ma=lne=2, 如 
此 等 等 . 注意 , 占有 数 在 下 列 意义 上 是 一 个 集体 变量 , 它 的 值 取 决 于 所 有 料 
子 的 瞬时 态 . 


Ck 


Ck CE c 


8 as 有 pe ee 


态 1 态 2 态 3 态 4 


图 4.1 有 两 个 单 粒 子 态 的 三 粒子 系统 的 四 个 态 


我 们 现在 将 总 粒子 数 和 总 能 量 用 占有 数 表示 . S 
v = (ninae nj,…) = 二 第 vv 个 态 ， 


则 有 
Ny = Yon; = Biv TAS PY BFR 
j 


令 sj 表示 第 j 个 单 粒 子 态 的 能 量 , 那么 
E, = 》 ejnj = 第 v 个 态 的 能 量 
j 


具有 半 整 数 自 旋 的 粒子 遵循 泡 利 (Pauli) 不 相 容 原理 !: mw 只 能 等 于 0 
或 1, 这样 的 粒子 称 为 费 米 子 (fermion), H5 nj =0 或 1 相关 联 的 统计 称 
为 费 米 - 狄 拉 克 统 计 (Fermi-Dirac statistics). 

具有 整数 自 旋 的 粒子 遵循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统 计 (Bose-Einstein statis- 
tics): n; = 0,1,2,3, ,这 些 粒 于 称 为 玻 色 子 (boson). 


§4.2 ”光子 气体 


作为 如 何 使 用 占有 数 的 例子 , 考虑 光子 气体 一 一 与 容器 处 于 热平衡 
的 电磁 场 . 我 们 硕 望 摘 述 该 系统 的 热力 学 性 质 . 据 电 磁场 的 量子 理论 , 可 
LER, 系统 的 哈密 顿 量 可 以 表示 为 许多 项 之 和 , 其 中 每 一 项 具有 某 一 频 
率 的 谐振 子 的 哈密 顿 量 的 形式 . 谐振 子 的 能 量 为 njiw( 忽 略 零 点 能 ), 这 里 


LN 粒 于 的 波 睛 数 是 反对 称 的 来 积 这 个 要 求 意味 着 不 相 容 原理 . 
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n=0,1,2,---. 这 样 ,我 们 就 得 到 了 能 量 为 j 的 光子 概念 . 目 由 电磁 场 的 
仿 可 以 由 每 一 个 “振子 ”的 数 n 来 表征 , 并 且 半 可 以 认为 是 具有 单 “ 粒 了 村” 
能 量 为 fw 的 一 个 态 中 所 包含 的 光子 数 . 

光子 服从 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 : n= 0,1,2,…. 于 是 ,正则 配 分 函数 是 


oo 
-BA _ Q = 和 K igi = 3 Plnretnaesttnjet) 
有 


Thy May Ng =0 


其 中 , 我 们 使 用 了 占有 数 来 表示 EL, HEHH sj 表示 hwj. 由 于 指数 可 以 因 
子 化 为 独立 的 部 分 , 则 有 


q= II È aan | 
] i 二 人 0 
括号 内 的 项 正好 是 几何 级 数 , 故 有 
Q( 光 子 气体 )=]] 和 | 


] — e—Pei 


从 这 个 公 云 我 们 可 以 得 到 所 有 想 要 的 性 质 , 因为 @ = e- 24. 我 们 特别 感 兴 
趣 的 一 个 量 是 第 j 个 态 的 占有 数 的 平均 值 (n;). 在 正则 系 综 中 ， 


X nje o” 
Ti = 一 一 一 一 m- e 一 有 niel 二 … +njejt) 
(nj) eas "9 2. je 
= _ oO e~ P(niéit---tnjejt+-- ) 
Q ð(—pE;) Poe 
— dln 
O(—Be;) 


ERRA Q 的 表示 式 , 可 以 得 到 


9 
ni = + Fes) taa-。 8 ! 


e~ PE; 
= 1 —e-Be;’ 
或 


l 
ny) = Bes 1 


iX PRAA PA a A (Planck distribution). 
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练习 4.1 FRAT TAH KKB (6ni5nj) HAA, 这 里 ôni 二 ni 一 
(Ni). 

练习 4.2* 用 (nj) HANI OF UA eS Ee oT! 其 中 og 是 
常数 (n7kh/15h38c3). [提示 : 你 需要 用 三 维 空 腔 中 波 的 波动 方程 去 构建 一 个 
频率 在 由 到 w+dw 之 间 驻 波 解 的 个 数 的 公式 .| 


84.3 ” 声 子 气体 或 冷 固体 中 原子 位 置 的 涨 落 


作为 为 一 个 例子 , 考虑 声 子 气体 一 一 低温 固体 的 简 正 模 . 对 于 足够 冷 
HY rie FA, 原子 保持 在 它们 的 平衡 位 置 附近 . 因此 , 这 样 一 个 系统 的 势能 可 以 
用 坐标 俩 离 平 衡 位 置 的 位 移 的 震级 数 展开 . 在 许多 应 用 中 , 将 展开 式 在 二 
了 中 项 发 断 是 一 个 好 的 近似 , 这 产生 简 谐 近似 (harmonic approximation), 


N 
(HHE) ~ Uo + 5 5 XO (sia 一 sia ) x (sjy 一 85) Kian: 
j=1 a,y=2,y,2 
其 中 sia 是 第 i 个 粒子 的 第 a 个 笛 卡 儿 坐 标的 值 , st 是 相应 的 平衡 值 
kia jy 是 (JI) 第 数 , Uo 是 零点 能 (势能 的 极 小 值 ). 注意 , 在 公式 中 不 出 现 线 
性 项 . 不 出 现 是 因为 势能 的 一 阶 导 数 在 极 小 值 处 为 零 . 

在 人 向 谐 近似 下 , 哈密 顿 量 是 所 有 坐标 的 二 次 函数 , 让 我 们 讨论 这 一 事 
SEY ZG. 确实 , 不 同 的 坐标 通过 力 常数 的 DN x DN SERERA Ble 2 
在 一 起 (这 里 D 表示 维 数 , 总 共有 DN epee 但 是 , AW T A BC RE PE AY 
TUR kia jy 是 对 称 的, 可 使 用 线性 代数 的 一 个 定理 . 该 定理 说 , 通过 寻找 
一 组 向 正 坐 标 (normal coordinates) 或 简 正 模 modes) 有 可 能 消去 二 
UR PRI CP AY eS er SUL. 简 谐 系统 的 每 一 个 简 正 模 是 一 个 坐标 , 它 以 给 定 的 频 
率 振动 并 独立 于 所 有 其 它 的 简 正 模 . 对 任 一 简 谐 ( 即 二 次 ) 哈密 顿 量 , 有 
DN 个 这 样 的 坐标 . 每 一 个 简 正 模 是 原来 坐标 集合 {sia} 的 线性 组 合 . 当 
AS AW tity TE BE A AIA fas PT, 总 的 哈密 顿 量 可 以 表示 为 DN 个 独立 的 一 维 二 
次 ( 即 谐振 子 ) 的 哈密 顿 量 之 和 . 为 明显 地 确定 一 特定 简 谐 系 统 的 简 正 模 ， 
必须 将 DN x DN 答 阵 对 角 化 . 对 该 过 程 的 一 些 讨论 可 参见 一 些 著作 , 例 
如 McQuarrie 的 Statistical Mechanics ( 统 计 力 学 , 第 11.4 T) 或 者 Hill 的 
Introduction to Statistical Thermodynamics (统计 热力 学 Sie, 第 5.2 1). {A 
we, 对 于 这 里 给 出 的 处 理 , 我 们 仅 需 接受 这 样 的 事实 , 就 是 二 次 形式 是 可 以 
XT H 40 AY. 
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因此 , 通过 采用 简 谐 近似 , 我 们 知道 哈密 顿 量 可 以 表示 为 
DN 
H=} Ha, 
a=! 
其 中 


Ho, = 基 频 为 wa 的 谐振 子 的 哈密 顿 量 . 
再 一 次 , 回忆 起 频率 w 的 谐振 子 的 本 征 能 量 为 
] 
€ +n) Ww, n=QO0,1,2,--- 
FE, 引 人 声 子 的 概念 . 令 na 表示 能 量 为 ħwa 的 声 子 态 的 声 子 数 , 则 品格 
的 一 个 态 的 能 量 用 占有 数 表示 时 形式 为 
DN 


P= > Nohwe + Eo, 


a=] 


其 中 
| 
Eo = Uo + 2 sha. 


a=] 


为 方便 起 见 , EU ON FRE A A, eA A TE I Pic o> eR BC AE A 


Q(B, N,V) = 3 ap |- aX (3 + na ) he a|. 


TL} ne, =0 


因为 指数 可 以 因子 化 为 独立 项 的 积 , 则 该 表示 式 给 出 


figbe) 


利用 几何 级 数 公 式 可 以 求 出 对 的 和 ,得 


In Q = -> In exp (Phe ) — exp Guz) 
练习 4.3 证 明 该 公式 . 
通过 引入 
g(w)dw = 频率 在 w 与 w+dw 之 间 的 声 子 态 数 


84 第 四 章 无 相互 作用 的 (理想 ) 系统 


将 对 声 子 态 的 求 和 进行 分 割 , 于 是 


BA = J i dwg(w) In exp (Bom) — exp -am ) 
该 公式 是 分 析 傈 谐 品 格 的 热力 学 性 质 的 出 发 点 . 
练习 4.4 假定 仅 有 一 个 声 子 能 级 是 明显 地 被 占据 的 ， 
g(w) = d(w — wo), 


试 确定 简 谐 国体 的 低温 行为 . (oy HS 4 1 AP RAG A BA MAAR #H (Einstein 


model).) 
练习 4.5* 假定 晶 格 的 低频 率 模 是 简单 的 平面 波 , 使 得 
2 
g(w) Baka we), w< wo 
wo 


=0, w > wo 


下 一 个 好 的 近似 , 试 确定 简 谐 固体 的 低温 行为 . (da 4 9 ià r BR EAR 
模型 (Debye model), 截止 频率 wo 称 为 德 拜 频率 (Debye frequency).) 


84.4 实际 粒子 的 理想 气体 
§4.4.1 WEF 


考虑 服从 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 且 无 相互 作用 的 N 粒子 系统 , 计算 这 一 
系统 的 热力 学 的 一 种 途径 是 计算 正则 配 分 函数 Q = ep _—BE,). 不 同 于 


由 无 质量 的 准 粒子 组 成 的 光子 或 声 子 气体 , 从 现在 起 我 们 所 考虑 的 是 由 
不 能 产生 也 不 能 消灭 的 粒子 组 成 的 系统 . 于 是 , 当 我 们 进行 计算 正则 配 分 
曙 数 所 必须 的 求 和 时 , 如 果 我 们 想 使 用 态 的 占有 数 表示 时 , 则 必须 限定 为 
仅 对 粒子 总 数 固定 为 N 的 那些 态 求 和 ， 

Q = > exp(— 8 Lames) 


文 里 (通常 如 此 ), sj 表示 第 j 个 单 粒 子 态 的 能 量 . 在 方程 中 对 求 和 的 限制 
产生 了 我 们 可 以 解决 的 组 合 问题 . 但 是 精确 的 解 并 不 是 简单 的 事情 . 然而 ， 
通过 在 巨 正 则 系 综 中 进行 统计 力学 的 计算 , 限制 性 求 和 不 会 出 现 . 
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在 巨 正 则 系 综 中 , BCP Ph BL te 
ee | 
其 中 v 表示 有 NL, 个 粒子 且 能 量 为 EL 的 态 . 用 占有 数 表示 , 有 


H = >. exp on |-9 Ee 一 p)n 中 


TL] Tt yt'* | 3 四 


这 里 , 指数 是 因子 化 的 , 因而 我 们 得 到 


ck Š 3 exp | 一 Be 一 a = lI [ea 


或 者 


= 
<= 
J 
Ep 
|| 

| 
=J 
j—i 
| 
T 
D 
i 
o 


平均 占有 数 为 


l OS o ln = 
=” e` A(Ev-uNy) 一 = E ll 


利用 该 公式 , 而 3 为 理想 玻 色 气体 的 配 分 函数 , 则 得 到 


l 
(nj) 一 et (Ej —p) — 1 


注意 , 当 y= e; 时 有 奇异 性 . KA, (n) 发 散 , 即 宏观 数目 的 粒子 进入 同 
一 单 粒 子 态 . 这 种 现象 称 为 玻 色 凝聚 (Bose condensation)*. 凝聚 被 认为 是 超 
流 性 的 机 制 . 
回忆 起 光子 和 声 子 是 在 同一 单 粒 子 态 上 可 以 有 任意 数目 的 意义 上 的 
玻 色 子 , 于 是 按照 我 们 刚 导 出 的 公式 ,在 理想 声 子 气体 中 声 子 的 化 学 势 等 
FA. 类 似 地 , 在 理想 光子 气体 中 , 光子 的 化 学 势 为 去 . 
LEPRA E-Z A oy SE RE. 1995 年 Cornell 等 首先 在 超 准 阱 中 实现 了 8 Rb 原子 
SRE CHER, 因为 此 项 工作 , E. A. Cornell, W. Ketterle 以 及 C. E. Weiman = AR 
获 2001 FEWN RHE. 相关 讨论 可 参见 有 天文 献 , 例如 , F. Dalfovo, S. Giorgini, 


L. P. Pitaevskii, and 3. Stringari, Theory of Bose-Einstein condensation in trapped gases, Rev. 
Mod. Phys., 71 (1999) 463-512; Jk% 47 AY 4 Ul 28 PE, E. A. Cornell and C. E. Wieman, 
Bose-Einstein condensation in a dilute gas, the first 70 years and some recent experiments, Rev. 
Mod. Phys., 74 (2002) 875-893; W. Ketterle, When atoms behave as waves: Bose-Einstein 
condensation and the atom laser, Rev. Mod. Phys., 74 (2002) 1131-1151. 译注 
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§4.4.2 XF 


现在 我 们 考虑 真实 费 米 粒子 的 理想 气体 . 再 一 次 , 在 巨 正则 系 综 中 进 
行 运算 是 比较 容易 的 . 该 系 综 的 配 分 图 数 是 


2 = | 


这 里 我 们 已 经 注意 到 , 对 费 米 子 仅 有 mw =0 或 1. 对 无 相互 作用 的 粒子 情 
况 总 是 这 样 , 求 和 式 中 的 指数 是 因子 化 的 , 于 是 我 们 得 到 


= L 5 e7 fle Hn | 一 I] 1 + e720] 
nj=0 j 


l 


= = >: exp 


TL) Tl, Thy y TTi 


或 者 
BpV = n £ = X ln 1 + ep -| . 
了 
ð ln £ 
— EL 
次 ， 平均 占有 数 由 (nj) &(—Be;) 25 出 
e—Bles—H) 1 


ni) = Tye Be) ~ Be 41 


这 称 为 费 米 分 布 (Fermi distribution). 
Aa OK, 有 


l 
NIER: eB EI 


关于 不 同 粒 子 之 间 关 联 的 信息 可 以 用 平均 值 (nin;:…) 来 描述 . 具体 
地 , 我 们 考虑 全 同 费 米子 系统 , 这 里 n 是 0 或 1 (n) 是 一 个 粒子 处 于 单 粒 
FAS i 的 概率 . 类 似 地 ， 
ninj = 一 个 粒 于 处 于 态 i, 一 个 粒子 处 于 态 j 的 联合 概率 ， 
H 


Jij = (ninj)— (Nj) di = 一 个 粒子 处 于 态 i 而 男 一 个 粒子 处 于 态 j 的 联合 概率 . 
练习 4.6 导出 最 后 这 个 结论 . [提示 : 对 多 粒子 费 米子 系统 , 将 n; 表示 


为 其 中 每 个 粒子 的 “占据 变量 ”的 和 .| 
人 
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§45 金属 中 的 电子 


作为 一 个 例子 , 我 们 现在 研究 金属 中 的 传导 电子 的 热 性 质 . 我 们 可 以 
把 这 些 电 子 模型 化 为 理想 费 米 气体 , 这 是 一 个 很 好 的 近似 , 因为 在 足够 高 
的 密度 下 , 在 全 同 费 米 子 之 间 的 相互 作用 势能 向 稼 是 不 太 重 要 的 . 理由 是 ， 
因为 没有 两 个 全 同 并 因而 不 可 分 辨 的 费 米 子 能 同时 处 于 同一 量子 态 , 一 个 
密度 足够 高 的 系统 将 必定 填 满 很 多 单 粒 子 能 级 . 最 低 的 未 被 占据 态 的 能 
量 将 具有 上 比 kT 大 很 多 倍 的 动能 , 而 且 正 是 到 这 些 态 的 激发 产生 了 与 所 
观测 到 的 有 限 温 度 的 热力 学 性 质 相 联系 的 涨 落 . 因此 , 当 一 个 多 粒子 费 米 
系统 的 密度 足够 高 时 , 粒子 之 间 的 相互 作用 能 变 为 可 以 忽略 不 计 的 . 

如 不 久 将 会 看 到 的 , 绝 大 多 数 金属 的 传导 电子 满足 高 密度 这 一 判 据 . 
如 果 我 们 假设 传导 电子 是 理想 气体 , 那么 占据 第 j 个 单 粒 子 态 的 平均 电子 
数 为 


(nj) = F(e;), 


其 中 F(e) 是 费 米 函数 


l 
Fle) = eßle-u) 十 1 
而 sj 是 第 j 个 单 粒 子 态 的 能 量 


hk? 
Im ` 


m 表示 电子 质量 , 波 矢 天 按 照 下 式 量子 化 


Ej = 


k= T (ên, + nyt ên), na =0,1,2 


L 
其 中 LS =V 是 包含 电子 的 材料 的 (立方 ) 体积 .上面 这 些 公 式 是 箱子 中 的 


电子 的 标准 公式 . 注意 , 态 指标 j 必须 具体 指明 量子 数 ne, ny, ne. 此 外 , j 
还 必须 指明 电子 的 自 旋 态 (向 上 或 向 下 ). 因为 (N) = 并 , (nj), 则 有 


(N) =2 J ~ dep(e)F (e), 


其 中 因子 2 是 考虑 了 电子 的 两 个 自 旋 态 的 简 并 度 , 并 日 dep(e) 是 能 量 在 = 
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到 e+ds 之 间 的 无 结构 单 粒 子 的 态 数 . 等 价 地 , 则 有 


(N) =2 J dna J dny J dn- F|e(k)] 


=? ii gyr he dhydka Fle(K) 


-高 ii dk,dkydk, Fle(k)] 


= Gaye | FEW) 


其 中 我 们 已 注意 到 , 对 足够 大 的 体积 V, 波 矢 的 谱 是 连续 分 布 的 , 因此 积分 
是 合理 的 , 最 后 一 个 等 号 只 不 过 是 引入 了 一 个 紧凑 的 记号 用 来 表示 对 整个 
k 空间 的 积分 . 


练习 4.8* #1) ARH- E % FH (Euler-Maclaurin) 级 数 ! 证 明 , 对 足够 
大 的 了 ,将 对 no 的 离散 求 和 视 为 积分 时 所 产生 的 误差 是 可 以 忽略 不 计 的 . 


进一步 , 考虑 费 米 因数 的 形式 . 在 T= 0 时 ， 
F(e) =l, €< Ho, 
=0, € > Ho, 


这 里 jw 是 7 了 = 0 时 理想 电子 气体 的 化 学 势 , CM A ERE KAE (Fermi 
energy). % K 4) (Fermi momentum) pp M FREN 


7 pe 7 hakz 
ae * — 

所 以 在 T= 0, 我们 可 以 求 出 对 F(e) 的 积分 得 到 (N), 
W A a 


N) = (27) 了， 
3 欧 拉 -麦克 劳 林 级 数 是 指 下 列 形式 的 公式 , 它 将 求 和 式 变 为 积分 表示 


b b oo 
So fin) = f f(x) de + =[f(a) + f(b)] + >, as (Fe 的 - fk (a)) +R, 
gi k=1 l 


m=ad = 


其 中 a,b 为 整数 , R 为 余 项 (通常 它 是 一 个 小 量 , 可 忽略 不 计 ), Bi 为 伯 努 利 (Bernoulli) 数 


1 1 
Bi =—_, Bo = — 
l 9 2 


1 l 
, Bs =0, Ba =-—, Bs =0, Be = 
"iis i a i 


~ 
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对 于 一 个 典型 的 金属 Cu, 有 质量 密度 为 9g/cm*. 假设 每 个 原子 对 传导 电 
子 气体 提供 一 个 电子 , 则 由 该 密度 可 以 得 到 


£0 ~ 80 000K, 
kp 


这 证 明了 即使 在 室温 下 理想 气体 近似 仍 是 精确 的 . 
练习 4.9 证 明 这 里 所 引用 的 数值 和 结论 是 正确 的 . 


图 4.2 给 出 了 温度 还 低 于 jwo/ks (例如 , 室温 ) WY BOK PR A a A, E 
的 导数 类 似 于 8 因数, 如 图 4.3 所 示 1. 


Fle) 


图 4.2 POKAR 


我 们 利用 费 米 函数 的 这 个 行为 计算 热力 学 性 质 . 例如 
(E) = 》 (nj)ej = of dep(e =- de G(s 


j 


这 里 在 最 后 一 个 等 式 中 , 我 们 进行 了 分 部 积分 (边界 项 为 零 ) 并 引入 函数 


E 
一 J dr2p(x)x 
0 


因为 dF/de 是 局 限 在 s= uo 附近 极 小 的 区 域 , A O(c) 是 正则 的 , 我 们 可 以 
1 我 们 知道 , SS F PB eR A 


l, z>0 
s=] 
0, rgo 
EA TER r 
a Ot) = Ms). 
ot AK PA TE T = 0 WY Je BT BH PR AL, 而 工 很 低 时 , 它 接近 于 阶梯 函数 , 因此 它 的 导数 类 似 
于 8 郴 数 是 比较 自然 的 . 一 一 译注 
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将 P(e) KF e= uo 进行 有 效 的 展开 并 得 到 ， 


— 1 [d™@ ~ dF = 
oža [Ee 


m=0 


=( 常 数 ) + (kBpT)*( 男 一 个 常数 ) +O(T) 


—dFle)/de 
——| |=— 2kgT 


图 4.3 SOK eR RAY & A 


练习 4.10 证 明 该 结果 .| 提示 : EEEH r= ble- u), 并 注意 到 在 T 
很 小 时 jy 和 jo 非常 接近 .] 


所 以 , 我 们 预测 对 在 温度 足够 低 的 情形 下 的 导体 材料 , 热 容 量 与 温度 成 线 
性 关系 , BI 
GC. a T. 


这 个 预测 已 为 许多 实验 所 证 实 . 

我 们 已 经 对 忽略 电子 之 间 的 相互 作用 作 了 评析 . 我 们 也 忽略 了 品格 原 
于 与 电子 之 间 的 相互 作用 , 也 就 是 我 们 忽略 了 电子 - 声 子 相互 作用 . 已 经 
证 明 , 这 些 细微 的 相互 作用 是 导致 超 导 现 象 的 主要 原因 . 


54.6 ”经典 理 想 气 体 , 经 典 极 限 


我 们 现在 考虑 在 趋 于 高 温 时 理想 量子 力学 气体 的 统计 行为 将 会 发 生 
怎样 的 变化 的 问题 . 高 温 极限 就 是 经 典 极限 . 粒子 数 由 = 5 ny 给 出 . 平 
] 


均 粒 子 数 由 公式 
(N) i 5 (n;) = 2 [e? (es —-#) + 一: 


J 


给 出 , 其 中 在 最 后 一 个 等 式 中 , 上 面 的 符号 是 对 费 米 - 狄 拉克 统计 的 , 下面 
的 特写 则 是 对 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 . 平均 密度 (N)/V 是 热力 学 密度 . 当 
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温度 很 高 (8 很 小 ) 且 密 度 很 低 时 , 有 比 粒 子 数 更 多 的 单 粒 子 态 是 可 以 进 人 
的 , 所 以 关系 (N) = (n) 意味 看 , 在 所 考虑 的 情况 下 , 每 一 个 (ni) 必定 很 


j 
小 , 也 就 是 (nj) <1. HARE BOOK — HK Fil GE A A BE E — A H Hp 
合 起 来 则 意味 着 
ee 一 及 ‘> 1. (a) 
注意 到 , QAR Ea ak ET Pr AB e; 都 成 立 , 则 当 BO Al p 一 0 AY, 有 
-8u > 1. 8 — 0 A p — 0 AY AK BR Te oe MT ye TF a Fe A EAR AK BR. 
利用 上 面 那 个 严格 的 不 等 式 , 在 经 典 极 限 下 , 有 

(n;) = e—Bleg—H#) (b) 

oe A u 由 下 面 的 条 件 确 定 


(N) = So (ny) = De PO = er Yes, 


了 J 了 


Öp (N) 


E = ye Bey a-pe; : (c) 
了 


因此 , 结合 (b) RS (c) A, 我 们 得 到 
g Pt] 


(nj) = DE 


这 就 是 所 询 悉 的 经 典 玻 尔 益 曼 因子 (classic Boltzmann factor) 的 形式 . 确实 ， 
注意 到 由 于 (n) 是 第 ;个 单 粒子 态 上 的 平均 粒子 数 , RITA 


Ma) = 在 第 7 个 单 粒子 态 上 找到 一 个 粒子 的 概率 xe. 


现在 , 在 经 典 极限 下 计算 正则 配 分 函数 . 正则 配 分 函数 与 雍 姆 霍 效 自 
由 能 之 间 的 关系 为 
—GA=InQ. 
而 巨 正 则 配 分 函数 通过 下 面 的 关系 与 BpV FAK A 
bpV = In £. 
回忆 起 A= (E) -TS 以 及 吉 布 斯 自由 能 为 G=j(N)= (E) +pV 一 TS. 利 
FAIL PKA, 我 们 得 到 


InQ@((N),V,T) =—Bu(N)4+mn 2. 


92 第 四 章 无 相互 作用 的 (理想 ) 系统 


将 理想 费 米 子 或 玻 色 子 的 巨 正则 配 分 函数 代入 这 个 方程 , 得 到 
In Q(( N),V,T) = —Bu( N) + >》 lnll + e24], 


7 
其 中 上 面 的 符号 是 对 费 米 粒子 , 而 下 面 的 符号 是 对 玻 色 粒子 的 . 使 用 不 等 
式 (a) 以 及 对 数 In(1 +r) 的 级 数 展开 式 In(1+z)=z+:…, 上面 的 方程 变 为 


In Q((N),V,T) = -Bp(N + Ye Blues) 


将 (c) 代入 该 方程 , 则 有 
然后 , 注意 到 对 式 (c) 取 对 数 , 得 到 


Gp = In( N) — In 2 e~ PEs | 


于 是 

InQ=-NinN+N+4+ Nin} ee 
其 中 我 们 用 NARRET (N). fe ROK, 我 们 用 斯 特 林 (Stirling) 近似 In N! = 
NlnN 一 N( 在 热力 学 极限 下 这 是 精确 的 ), 由 此 在 经 典 极 限 下 得 到 结果 


N 
Q = a gl 
J 
式 中 的 因子 (N) 反映 了 粒子 是 不 可 分 辩 的 事实 , 这 是 在 经 典 极 限 下 量 
子 统计 留 下 的 唯一 痕迹 . 

经 典 理 想 气 体 的 配 分 蚂 数 的 这 个 表示 式 也 可 以 通过 男 外 的 途径 来 推 
导出 来 , 在 这 个 方法 中 不 需要 利用 前 面 对 费 米 与 玻 色 气体 所 进行 的 分 析 . 
特别 是 , 考虑 一 个 N 个 不 可 分 辨 并 且 无 关联 的 粒子 集合 . (在 量子 理论 中 ， 
其 至 当 粒 子 之 间 没 有 相互 作用 时 , 由 于 所 要 求 的 波 函 数 的 对 称 化 , 不 可 分 
状 性 仍 意味 着 粒子 之 间 有 关联 .) 如 果 我 们 暂时 不 考虑 不 可 分 辨 性 , 则 配 分 
困 数 是 单 粒 子 配 分 函数 g 自 乘 到 ON OE, Bg. 然而 , 正如 在 本 章 引 言 的 
评述 中 所 讨论 的 那样 , 这 个 结果 多 计算 了 态 . 原因 在 于 , 对 于 六 个 粒子 的 
不 同 单 粒 子 态 的 标记 这 同一 个 集合 ,可 以 有 N 种 不 同 的 方式 予以 指定 . 但 
是 由 于 粒 于 是 不 可 人 分辩 的 , 每 一 种 方式 均 是 等 同 的 . 所 以 ,考虑 了 对 过 多 计 
算 的 态 的 修正 后 , 结果 应 该 是 (N!)-1lg™N 
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84.7 无 结构 经 典 粒 子 理想 气体 的 热力 学 
我 们 现在 使 用 经 典 极限 的 结论 , 考虑 一 个 体积 为 V 的 由 质量 为 m 的 
无 结构 粒子 组 成 的 系统 . 能 量 仅 由 质心 的 平 动 决定 , 单 粒 子 能 量 可 表示 为 
htk? T . . . 
Ek = —, k= 7 (Mak + Nyy 十 nz 名 ). 


Im ` 


这 里 L= VY’; ne, nyn: 在 1 到 oo 之 间 取 值 . (ss 是 三 维 箱子 中 粒子 的 能 
级 .) 于 是 , 经 典 配 分 图 数 可 与 作 


在 经 典 极 限 下 , Gh 是 小 量 , 而 在 热力 学 极限 下 , 工 非 常 大 . 因此 , 上述 求 和 式 
中 的 邻 项 间 的 差 很 小 , 求 和 可 以 用 积分 代 圭 
An, = LA -一 © ak. 
T T 
An, = -Aky — “dky, 


An. = “Ak, 一 
T T 


以 及 
o — re A 
Ne Thy Tx (7)” 0 0 i 0 
二 Bek?) V f” BR o gg 
i 2 exp ( a ) Ha J dk,dk,dk, exp -E PRT K2) 
v + Bh? | 
一 dk,.dk,,dk, -2 (k? + k + &?)] ， 
PE i 7 ydk, exp | Dm (kz t ky + e2) 


定义 变量 p= hk, 则 有 
1 V _ pp? 
Q = NI a | eve DE | 


其 中 dp 表示 dp,dpydp.. 积分 可 以 用 多 种 方法 计算 , 积分 结果 为 


_ yN 27m anne 
BA _ = 


94 第 四 章 无 相互 作用 的 (理想 ) 系统 


内 能 (E) 和 压强 p 可 以 用 通常 的 方式 确定 


_(amQ\ 3N 3 
©) = (3em), -2 BNET 


 felnd\) N : — 
ap = ( BV ) = 元 或 者 pV = NkpT. 


实验 发 现 , Ae BL BR TE A AS TT A pV = nRT ,其 中 OR ECAR, n 
是 物质 的 量 . 而 我 们 的 计算 结果 表明 pV = NkpT. 这 就 解释 了 在 第 3.6 节 中 
已 经 表述 的 : 任意 常数 kp 有 一 个 数值 kp = R/No = 1.35805 x 10-1Serg /deg., 
这 里 No 为 阿 伏 伽 德 罗 第 量 . 

读者 可 能 会 发 现 , 将 经 典 理 想 气 体 定 律 的 这 个 推导 与 第 3.6 节 所 进行 
的 推导 作 比 较 是 有 用 的 . 在 早先 的 推导 中 ,我 们 没有 明显 地 借助 经 典 极 限 : 
我 们 仅 假 设 不 同 的 粒子 之 间 是 没有 关联 的 . 这 是 否 意 味 着 没有 相互 作用 
的 量子 费 米 子 或 玻 色 子 满足 状态 方程 pV = nRT? 答案 是 否定 的 . 确实 如 
此 , 参见 练习 4.18-4.20. 理由 是 , 即便 没有 粒子 之 间 的 相互 作用 , 粒子 不 可 
分 辩 的 量子 力学 特性 意味 看 粒子 之 间 存 在 关联 . 于 是 , 对 玻 色 - 爱 因 斯 坦 
统计 和 费 米 - 狄 拉 死 统计 , 在 不 同 占 有 数 之 间 的 相互 关联 可 能 消失 时 , 不 
可 分 辩 粒 子 中 的 粒子 间 的 关联 仍然 可 以 是 非 平 凡 的 . 然而 , 在 经 典 极限 下 ， 
这 些 关 联 会 消失 . 


84.8 ”稀薄 原子 气体 


作为 进一步 的 例证 ,我们 现在 考虑 原子 气体 并 试图 考虑 这 些 粒 子 的 内 
aptat. 我 们 用 下 列 指标 描述 一 个 原子 的 态 


7 = (k,n,v) 
tara 
质心 的 平 动 


质心 的 平 动 与 内 部 结构 (由 n 和 vw 描述 ) 之 间 无 耦合 . 在 一 个 很 好 的 近似 
F, 原子 核 和 电子 的 目 由 度 之 间 无 耦合 (这 样 n 和 vw 是 近似 的 好 量子 数 ). 
于 是 

Se Be = Y exp(—Gh?k?/2m) Y` exp(—Benv), 

了 k Nn, 


q 平 动 (T.V) qn (T) 


这 里 en 代表 内 部 状态 (n,v) 的 能 量 (TERE: gn(T) 被 认为 是 与 体积 V 无 关 
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的 . 为 什么 呢 ?). 用 coo 表示 基态 能 量 . 这 样 


gal =e Pm > exp[—B(Env 一 500 川 


rb 


对 于 很 多 原子 , 内 部 激发 能 量 与 kpT 相 比 是 非常 大 的 . (比如 , “4 T ~ 10 000K 
时 , leV 与 kpT 相当 .) 对 于 这 种 情形 , 对 于 总 和 有 重要 贡献 的 是 那些 与 egg 
有 相同 能 量 的 项 , 于 是 


qn(T) xe PF x (基态 能 级 的 简 并 度 ) 


=e Heoo gi gi F) l 


这 里 gh) 和 gh*” 分 别 是 原子 核 态 和 电子 态 的 基态 能 级 的 简 并 度 . 如 果 假 
定 在 核 中 仅 有 自 旋 自由 度 是 重要 的 , 那么 


go = (21 +1), 
这 里 是 核 的 总 自 旋 量子 数 . 联 立 上 述 所 有 这 些 公 式 得 到 
-BA =In | (NY 47a (T, V Jaa (T)| 
= — BN eoo + N ln [go(21 + 1)| + In (NY gka (T, V)|. 


包含 qra (T,V) 的 因子 在 前 面 不 考虑 粒子 结构 的 例子 中 曾 分 析 过 . 注意 , 内 
部 结构 影响 气体 的 能 量 和 炳 , 但 是 它 不 改变 压强 . 

在 我 们 结束 对 原子 的 讨论 之 前 ,下面 的 疑问 值得 考虑 : 氧 原 子 的 电子 
能 级 是 


由 此 
qn (T) = ge 十 g2e 0/4 + gaer eo/9 十 “十 qhneBeo/m fre, 


这 里 g 是 第 n 一 1 个 电子 能 级 的 人 简 并 度 . 显然 , g, > 1, 而 且 对 于 足够 大 的 
n, 第 n 个 项 就 是 gn. 这 样 , 级 数 就 是 发 散 的 ! 如 何 解决 这 个 困难 ? 


练习 4.11 回答 上 述 问题 .提示 : 者 虎 氮 原子 的 电子 波 函 数 的 平均 空 
间 范 围 , 它 是 n 的 函数 .] 
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现在 我 们 研究 分 子 气体 的 热学 性 质 . 分 子 的 内 部 能 量 关 系 涉 及 振动 、 
转动 以 及 电子 与 原子 核 的 自 旋 自由 度 . 我 们 用 玻 恩 - 奥 本 海 软 近 似 (Born- 
Oppenheimer approximation) 来 处 理 这 些 运 动 . 在 这 种 近似 方法 中 ,我 们 假设 
在 原子 核 固 定 的 条 件 下 求解 分 子 的 薛 定 请 方程 . 对 每 一 电子 态 , 每 个 原子 
核 位 形 将 有 不 同 的 能 量 . 作为 核 坐 标 困 数 的 电子 能 量 对 核 来 说 形成 了 一 
个 (对 电子 平均 的 ) 有 效 势 (这 就 是 赫 尔 曼 - 费 曼 (Hellman-Feynman) 定理 ). 
这 个 势 相 应 的 曲面 称 为 玻 恩 - 奥 本 海 默 面 (Born-Oppenheimer surface) . 每 
个 电子 态 有 不 同 的 曲面 . 通过 求解 在 这 些 有 效 执 中核 的 酉 定 证 方程 就 可 
以 确定 核 的 转动 和 振动 态 . 

为 使 这 种 方案 准确 , 必须 成 立 的 条 件 是 , 与 原子 核 的 运动 相 比 , 电子 的 
运动 要 很 快 , 这 样 在 确定 电子 波 盟 数 时 原子 核 的 动能 可 以 忽略 . 可 以 证 明 ， 
在 极限 me/M 一 0 下 (这 里 me。 是 电子 质量 , M 是 核 的 质量 ), KA -AR y 
默 近似 是 精确 的 . 当然 , 这 个 比 决 不 会 为 零 , 但 是 它 足 够 小 , 使 得 这 种 近似 
党 第 是 准确 的 . 也 必须 成 立 的 一 个 条 件 是 , 在 任何 可 及 原子 位 形 中 , 没有 任 
何 两 个 玻 因 - 奥 本 海 黑 能量 (Born-Oppenheimer energies) 是 相互 接近 的 . 如 
果 玻 恩 - 奥 本 海 软 面 确实 相互 接近 , 由 于 核 运动 (也 就 是 核 的 动能 ) 所 引起 
的 微 扰 将 导致 这 种 近似 的 失效 . 

在 玻 恩 - 奥 本 海 罗 近似 中 , 一 个 双 原 子 分 了 于 的 波 图 数 是 


电子 坐标 


V(r, R) = Pn(r; RXnv lB) 


以 RAS BGAN YY HL PB 


iw PA, 是 随 ni 而 不 同 的 , AA RE n 对 R PAE AS Ted A AG 


用 这 种 形式 , 上 述 步 又 可 以 表示 成 : (1) 从 下 列 方程 计算 dalr, R) 
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电子 一 核 势 能 


IK(r) +U(r) +U(R) + U(r, RG lr; R) = En(R)@n(r, R). 


电子 动能 | BAE 


(2) 从 下 列 方 程 确 定 Xnv(R). 


核 的 有 效 势 


[A (R) 十 En(R)|Xnv(R) = Envxnv(R). 


En(R 玻 恩 一 奥 本 海 默 近 似 失 效 点 


激发 态 Eo(R) 
MRTE M 
SEAS F(R 
E20 上 -一 一 一 一 


ni 


图 44 双 原 子 分 于 的 假想 玻 思 - 奥 本 海 默 势 


练习 4.12 证 明 只 要 电子 的 动能 远大 于 核 的 动能 , 这 种 方法 提供 了 双 
原子 分 子 蕉 定语 方程 的 一 个 精确 解 ， 在 图 4.4 中 标 出 的 点 处 为 什么 近似 
“k gr? 


图 4.4 pee a BE HA OE yA (也 就 是 玻 恩 - 奥 本 海 默 面 ) 的 示意 图 . 
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应 用 玻 恩 - 奥 本 海 默 近似 , 我 们 可 以 写 出 


an (T) = 》 (molexp[ 一 2356] |n, v) 


=S~ {(xov] exp[—BG% (R)] |Xov) 
+ (xiv| exp -BIP (R) xu) +--+}; 
其 中 ZOR) 是 当 分 子 处 于 第 nn 个 电子 态 时 , 核 坐 标 ROY (对 电子 平均 的 ) 
有 效 哈密 顿 量 . 也 就 是 说 , 26"? (R) = K(R) + E,(R). 如 果 我 们 忽略 除 基 态 
以 外 的 所 有 电子 态 , 则 有 


q(T) ~ goe °° > exp[—B(Eov — £0)]. 


进一步 , 我 们 假设 核 的 振动 和 转动 是 非 看 合 的 . 这 党 第 是 一 个 好 的 近似 , 因 
为 两 背 时 间 标 度 之 间 的 不 匹配 (振动 通 稍 比 苇 动 更 迅速 ). 因此 , 我 们 将 在 
AAA Eo(R) 中 核 的 运动 模型 化 为 谐振 动 与 刚性 转子 的 运动 . 于 是 


Eov — €0 © ($ + v) hwo + J(J + 1)h?/2], 


Fe BOWE, ta) FRE A2I+1 


振动 能 , 无 简 并 


v =0,1,2,---,J=0,1,2,---. 这里, wo 和 万 分 别 是 与 基态 玻 恩 - 奥 本 海 默 
势 相 联系 的 基本 频率 和 转动 惯量 . 也 就 是 , m = pio (ROY)? 以 及 

1 ee 

al OR? R=R V | 


EP p= [(1/ma) + (1/mp)|~! 是 两 原子 核 的 约 化 质量 . 

这 时 候 , 看 来 似乎 我 们 只 要 对 J 和 w 求 和 就 可 得 到 gy(T). 然而 , 当 分 
了 于 是 同 核 的 情况 , 有 一 个 微妙 之 处 . 在 这 种 情况 下 , 必须 小 心 的 是 , 仅 须 分 
别 对 那些 交换 核 时 是 奇 的 或 偶 的 态 求 和 , 这 取决 于 核 是 费 米 子 还 是 玻 色 
T. 在 经 典 极限 下 , 这 样 的 限制 使 得 我 们 需要 除 以 对 称 数 , 这 个 对 称 数 说 
明了 当 我 们 不 能 分 辨 位 形 1-2 和 2-1 时 多 计算 的 态 数 . 在 下 面 的 处 理 
中 , 我 们 将 会 使 用 这 个 经 典 结 果 . 对 于 量子 力学 的 讨论 , 可 以 参看 相关 著 
YE, 例如 ， McQuarrie, Statistical Mechanics (第 6.5 1) 或 者 Hill, Introduction 
to Statistical Thermodynamics (第 22.8 W). 


ave 
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所 以 , 我 们 得 到 


qn (T) = goe °° (214 T 1)(2Is + l)dadqra/T an, 


核 自 旋 态 简 并 度 


对 称 数 , WRAABAL, 
如 果 A=B 为 2 
其 中 B 

dwa(T) = (2 + 1) exp |- 


J=0 


qga(T) = 》 exp - (3 + v) Bw 
v=0 


振动 的 贡献 gaua (T) 可 借助 于 几何 级 数 进行 计算 ， 
] 
> exp(Ghwy /2) — exp(—Ghwo/2) 


J(J + 1)Gh? 
21 


和 


dna (T) 


练习 4.13 FEER. 


转动 的 贡献 更 难 计 算 . 只 要 转动 能 级 之 间 的 间距 与 kpT 相 比 很 小 , 我 们 可 
以 使 用 欧 拉 -麦克 劳 林 级 数 将 求 和 转化 为 积分 . 这 个 条 件 一 般 是 可 以 满足 
的 (BRS Al). 因此 


0 Ose a 


其 中 最 后 的 等 式 来 日 于 将 积分 变量 从 J 变换 为 J(J +1), Osa 是 转动 温度 
h? /(2Iokp). 


练习 4.14* 用 欧 拉 -麦克 劳 林 级 数 证 明 
BG 1 Onai 1 Omi" 
awa = gee t+ 5 (2) + 5 (42) te. 


我 们 可 以 将 这 些 纺 末 与 下 列 纺 果 合 起 来 


27M 
Bh? 


3/2 
gea(T,V) = V | | , M=ma+me, 
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因而 得 到 
一 [BA(N, V, 卫 ) 双 原子 理想 气体 
~—NinN+N-+4+NInV 
3 27 MkpT 
+ 5NIn( n2 j + N Inga(T), 
其 中 


qn(T) sgoe-Aso(274 十 1)(27B + 1)o%s 


< (a) coer ee) 
Ase, J exp(Ghwo/2) — exp(—Ghw/2) 
这 些 方程 为 分 子 气 体 的 热力 学 性 质 提 供 了 一 个 理论 . 
§4.10 气体 的 化 学 平衡 


我 们 所 导出 的 气相 配 分 图 数 的 公式 可 以 有 许多 的 应 用 , 其 中 包括 可 以 
用 来 计算 化 学 平衡 常数 . 但 是 首先 方便 的 是 建立 符号 和 热力 学 的 准备 知 
WR. 考虑 如 下 反应 : 
aÅ + bB = cC + dD, 


其 中 A,B,C,D 等 为 分 子 物质 , a,b,c,d 为 化 学 计量 系数 (stoichiometric coef- 
ficient). 我 们 可 以 把 上 面 的 表达 式 更 紧凑 地 写 为 


4 
l= S ViA i, 
i=] 


其 中 Lf; 是 反应 系数 . ED Vi = G, 9 = d, va = =l, F4 = —b, 入] = C, Xa -一 D, X3 = 
A, Xa = B. 化 学 计量 数 之 比 对 物质 的 量 的 改变 施加 了 限制 : 
Ana = (b/a)~* Ang = —(c/a)~* Anc = —(d/a)~*Anp. 


这 样 , h FH Joe BY eat BY) BE > TT S| ae BY AN BE BS) — Bar He Did ES J 


d 
DE = So Hini 


t=1 


=n a [ua + (b/a)upB — (c/a)uc — (df/a)up]. 


由 此 , 平衡 条 件 (AB) s vin > 0 RH, 


0 = pa + (b/a)uB — (c/a)uc 一 (dya)inp， 
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或 者 , 更 为 一 般 地 , 当 平 衡 化 学 反应 中 涉及 组 元 1,2,… ,7 时 , 有 


0 = > Yili: 
这 个 条 件 告诉 我 们 在 平衡 态 时 反应 物 和 生成 物 组 成 的 许多 信息 . 为 了 
看 出 其 原因 , 通过 下 式 定 义 一 个 量 y 


i = Ín Pii, =, 
Bpi = In Pii, P 7 


在 化 学 平衡 时 , 则 有 
0 = `S vi In p;i = In I] (psy), 


i=] a=] 


于 是 


7 


K= [| [p= [| 077)". 


i=] i=1 


这 称 为 质量 作用 定律 (law of mass action). 
为 了 进一步 地 讨论 , 我 们 必须 先 确定 ji 因而 y 的 分 子 表达 式 . 在 经 
典 理想 气体 近似 中 , 具有 7 个 组 元 的 混合 气体 的 配 分 函数 是 
1 1 ] 
Q(B, V, Ni,- Nr) = Ming NIG 和 gr 
其 中 qi = gi(8, V) 是 单 粕 子 配 分 图 数 . 于 是 有 


BA =-—InQ= )_[InN;! — Nilnqi]. 


i=] 


jiii Ə(BA) 
Phi = ( aN, Dave = In N; — Ing. 
YR ii, . 
di = rie 
其 中 gt 是 第 i 类 物质 的 在 前 一 节 中 给 出 的 ga (T), 并 且 
= —* __ 
a v 2rmikgT 


是 质量 为 mi 的 粒子 的 “ 热 波长 ” (thermal wavelength), 于 是 


a pir; 
Bhi = jn ca 。 
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因此 , 我 们 已 经 确定 了 i, 并且 平衡 常数 是 


平衡 常数 是 温度 的 函数 , 因为 a ”以 及 Ni 均 是 温度 的 函数 
上 面 最 后 一 个 公式 是 统计 力学 中 早期 的 重要 成 果 之 一 , 因为 它 给 出 了 
在 “质量 作用 定律 ”中 出 现 的 平衡 常数 的 分 子 表 达 式 . 
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4.15. 考虑 异 构 化 过 程 
A= B, 


其 中 4 和 已 表 示 分 子 的 不 同 异 构 体 态 . 若 此 过 程 发 生 在 稀薄 气体 中 ， 
SAP BAW MRE Zt Ac. 根据 玻 尔 兹 曼 分 布 律 , 系统 平衡 时 A 
和 B 的 布 居 之 比 由 下 式 给 出 


(Na) _ JA -pAe 
(NB) gB | 
其 中 ga gp TALAS A Fo BM aj HAL. 试 证 明 如 何 从 化 学 平衡 条 件 
uA 二 LB 吐出 相同 的 结果 . 
4.16. 考虑 练习 4.15 中 所 描述 的 系统 , 其 正则 配 分 函数 为 


1 yN 
Q= a4 . 


其 中 六 是 总 的 分 子 数 ,g 是 对 所 有 单 分 子 态 的 玻 尔 兹 曼 加 权 和 . 这 些 
单 分 子 态 既 和 包括 与 类 型 A 的 异 构 体 相关 的 态 也 包括 与 类 型 B eH 
体 相 关 的 态 . 

(a) 证 明 可 以 分 割 求 和 并 写 出 


Q = 》 exp{—BA(Na, Nz)}. 
P 


Na!Np! | 


其 中 > p 是 对 将 N 个 分 子 分 割 为 类 型 A 的 Na 个 分 子 和 类 型 BB 的 
NB 个 分 子 的 所 有 方式 的 求 和 , qa 是 对 异 构 体 4 的 态 的 玻 尔 兹 曼 加 权 
和 , qp 类 似 地 定义 ， 


—~BA(Na, Ng) = ln k 1B 
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b) 证 明 化 学 平衡 条 件 完全 等 同 于 寻找 分 割 , 这 种 分 割 使 得 在 受 
到 (Na) + (Ne) = N 是 固定 的 约束 时 , AERA WRB Mh, 
OA OA 


O(Na) O(Np) 
4.17. 对 于 练习 4.15 和 4.16 中 所 描述 的 系统 有 正则 配 分 函数 为 


ge 5 qa^dB” _ (ga +qn)™ 
E NalNp! | N! 
Na, NB 
(Na+Np=N) 


证 明 
了 Naa 
Na) = = . 
wal a( Dq4 Jann 94 十 9B 
利用 该 结果 以 及 对 (Np) 的 类 似 表 达 式 证 明 
(Na) _ qa 
(NB) qB 


其 次 ,考虑 对 这 些 平 均值 的 涨 落 . 将 平方 涨 落 (Na 一 (Na))? 的 平均 表 
示 为 对 态 的 合适 的 加 权 和 , 并 证 明 


(Na - (NaP) = an (aval) = Malte) 


对 Np 的 涨 落 导出 类 似 的 表达 式 
4.18. (a) 证 明 对 于 无 结构 费 米子 理想 气体 , 其 压强 由 下 式 给 出 


| 
Gp = x3 /5/2(2), 


In Bh2 \ Y? 
(S) 


J dzz? In(1 + ze-z ) 


其 中 z = exp(Gp), 


m 不 粒子 的 质量 ， 


而 且 化 学 势 和 平均 密度 p= (N)/V 之 间 有 关系 


æ 
z 
pr” = f3/2(z) = S (—1) 
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(b) 类 似 地 , 证 明 内 能 (E) 满足 关系 


(E) = “pV. 


4.19. 考虑 处 于 高 温和 /或 低 密度 区 域 (pX3 <1) 练习 4.18 中 的 理想 费 米 气 


体 . 

(a) 证 明 
(pA")* 

(b) 利用 这 个 结论 以 及 (n) RRDA ERAMA- RAR 
分 布 


z= pA + 


(Np) & pre PEP. 


HP pR TA EE sn = p?/2m. 
(c) 证 明 热 波长 入 可 以 有 有 成 德 布 罗 意 (de Broglie) 波长 的 平均 值 , A 


为 
h 


入 ~ 一 一 


(lol) 
(d) 证 明 

Dp _ ] 

p+ 07 

为 什么 pX3 的 有 限 值 导致 对 经 典 理想 气体 定律 的 偏离 ? 为 什么 当 


六 一 0 时 应 该 预期 量子 偏离 消失 ? 


4.20. 现在 考虑 练习 4.18 中 的 理想 费 米 气 处 于 低温 和 /或 高 密度 区 域 (pA3 > 


1). 


(a) 证 明 
A 

\3 = ~ 3/2 

P f32(2) ine 
因此 

z a eps 
其 中 
he 
ep = —(6n7p)?/3. 


提示 : 使 用 积分 表示 


4 [= x 
f3j2(z) = vl plea 10"! 
(b) 证 明 
p= = erp fl + O(kgT*/eP)| | 
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因此 在 人 =0 时 压强 并 不 消失 .为 什么 ? 
4.21. 在 本 题 中 ,考虑 基于 将 电子 近似 为 理想 费 米 气体 的 半导体 模型 , 这 个 
系统 的 示意 图 如 图 4.5 所 示 . ep 和 EE 一 ep MIL KTF kpT. 


h AKG, 在 这 些 ( 正 ) 能 量 的 
电子 表现 为 自由 粒子 


\ 非 传导 电子 的 第 ;个 晶 格 位 置 (每 单位 体积 
非 传导 电子 的 能 量 有 Pp, 个 )， 在 这 些 位 置 上 的 电子 称 为 处 于 价 
带 中 


图 4.5 半 叶 体 模 型 
(a) 证 明 平 均 电 子 密 度 p= (N)/V 由 下 式 给 出 
I= 2(ps) + 2 [ak l 


e-Ble-er)+1 (2r) eB(ek 二 eF) 4 1’ 


其 中 ck = 至 两 项 中 的 第 一 项 表示 晶 格 位 置 上 电子 的 平均 浓度 , 第 


二 项 表示 寻 带 中 电子 的 浓度 . 
(b) 注意 到 Bep >1 AA Ble — ex) > 1, 证明 


pn = (ps/°)4e~"*, 


其 中 入 是 电子 的 热 波长 ,Dp 是 未 填充 晶 格 位 置 的 平均 密度 , 是 导 带 中 
的 电子 黎 度 . 这 个 关系 给 出 了 半导体 的 质量 作用 定律 , 因为 对 于 左边 
的 可 变 流 度 的 乘积 其 右边 起 着 平衡 常数 的 作用 . 

4.22. 考虑 一 种 与 吸附 在 平面 上 的 氨 原 子 处 于 平衡 的 氨 原 子 理想 气体 . 平 
面 上 每 单位 面积 有 p。 个 位 置 可 以 吸附 氨 原 子 , 每 个 被 吸附 所 原子 的 
fee eE. 假设 粒子 的 行为 是 经 典 的 (在 latm 以 及 300K 时 , 这 个 近 
似 是 好 的 近似 吗 ?), 试 证 明 

Pad 


Fag __ pare”, 
Pg 


其 中 入 是 氨 原 子 的 热 波 长 ,pg = Bp 是 气相 的 密度 , pad 是 每 单位 面积 
吸附 的 原子 数 . [提示 : 当 处 于 相 平 衡 时 , 化 学 势 是 相等 的 . 进一步 ,如 
同 第 4.10 节 , Bh 在 气相 中 等 于 np’) 注意 这 一 经 典 结果 与 练习 4.21 
中 所 得 结果 的 相似 性 , 试 作 评 论 . 
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4.23. (a) 试 证 明 , 如 果 一 个 系统 能 量 的 本 征 值 可 以 表示 为 几 个 独立 贡献 
że E = Ba 十 BB 十 Ec (例如 , 电子 能 、 振 动能 、 转 动能 ), 那么 其 热 容 
量 可 以 表示 为 Cy =O +0 TCWC 另外 , 证 明 此 热 容 量 与 零点 能 
无 , 关 . 
b 试 时 出 电子 热 容 量 的 表达 式 , 假设 只 有 3 个 重要 的 电子 态 , 且 
它们 的 能 量 和 简 并 度 分 别 为 Eo, go: E1, 91; £2. go， 
(c) 如 果 已 知 电 子 跃 迁 所 需 能 量 大 致 与 紫外 光 的 能 量 相当 (~ 
50,000K), 试 证 明 如 果 完 全 忽略 电子 自由 度 , 那么 所 计算 的 一 个 双 原 
子 分 子 在 室温 下 的 热 容 量 会 如 何 变化 ? 如 果 和 包含 基态 电子 简 并 度 但 
忽略 所 有 电子 激发 态 又 会 怎样 呢 ? 
(d) AHE EER A TFASTA E A A A L TF o a A e tT 
变化 . 
4.24. 陈述 所 有 必要 的 假设 并 且 计 算 HBr Æ latm Fo 26°C m i AAA Cn 
(以 cal/mol- K 为 单位 ), GF hw/kg = 3700K 以 及 也/27TKB = 12.1K. 这 
里 hw 是 HBr 的 基态 与 第 一 振动 激发 态 之 间 的 能 量 间 隔 , 了 是 HBr 在 
振动 基态 和 电子 基态 的 转动 惯量 .HBr 的 电子 基态 是 非 简 并 的 . 
4.25. 当下 列 反应 发 生 在 温度 人 = 1000K 的 稀薄 气相 中 时 ， 


利用 Hill 的 Introduction to Statistical Thermodynamics 一 书 第 八 章 汇编 
的 信息 计算 该 反应 的 平衡 弟 数 KK. 
4.26. 考虑 一 个 处 于 温度 了 , 由 质量 为 m 无 相互 作用 、 无 结构 的 经 典 粒 子 
组 成 的 单元 气体 . 
(a) 精确 计算 这 个 系统 的 巨 正 则 配 分 函数 5S, 它 是 体积 WV、 温度 以 
及 化 学 势 由 的 函数 . 计算 得 到 的 结果 应 有 如 下 形式 


= exp (2V), 


SEP 2 ce T Fe pp WY he aK. 

(b) 由 (a) 部 分 的 结果 , AAT 和 平均 粒子 密度 p 将 压强 p 表示 
tH 

(c) 对 于 标准 状态 (STP) 下 的 1 立方 厘米 气体 , 计算 其 密度 涨 落 的 
相对 方 均 根 , [((5p)*) /p?]'/2. 

(d) 计 自 观察 到 下 述 自 发 涨 落 的 概率 : 在 标准 状态 下 的 1 立方 厘 
KAP, 瞬时 密度 与 平均 密度 相差 106 分 之 一 . 
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参考 文献 


本 章 中 涉及 的 主要 内 容 在 所 有 基础 教材 中 均 有 讨论 . 第 三 草 末 尾 的 参考 文献 对 学 
生 可 能 是 有 和 帮助 的 . 

关于 经 典 极限 一 一 从 量 于 统计 力 竺 到 经 典 统 计 力 学 的 过 渡 一 一 的 讨论 应 当 得 到 
比 本 书 这 里 或 者 对 这 个 主题 的 其 它 一 些 介 绍 所 给 出 的 更 完整 地 处 理 . 或 许 对 于 这 个 问 
题 的 最 佳 处 理 方法 当 有 来 用 量子 理论 的 费 友 路 径 积 分 形式 , 天 于 统计 力学 中 路 径 积 分 最 
为 有 用 的 介绍 在 费 曼 教材 的 第 三 章 中 给 出 : 

R. P. Feynman, Statistical Mechanics (Benjamin, Reading, Mass., 1972) 

关于 对 称 化 的 多 粒 于 波 晴 数 以 及 占有 数 的 讨论 已 经 涉及 “二 次 量子 化 ”的 内 容 ， 
这 是 非常 有 用 的 符号 方法 . 费 曼 教材 的 第 六 章 对 该 主题 进行 了 讨论 . 


第 五 章 
相 变 的 统计 力学 理论 


在 第 四 章 中 我 们 讨论 了 很 多 理想 气体 的 例子 一 一 粒子 或 者 自由 度 之 
间 无 相互 作用 的 系统 . 现在 我 们 抛 开 这 类 简单 的 模型 并 考虑 这 样 的 情况 : 
系统 中 粒子 之 间 的 相互 作用 引起 多 个 粒子 之 间 的 关联 相 变 最 明显 地 显 
示 了 粒子 间 的 相互 作用 . 我 们 对 这 类 现象 的 微观 理论 的 讨论 将 会 集中 于 
一 类 简单 的 晶 格 模型 (lattice model). 然而 我 们 讨论 中 的 大 多 数 内 容 有 远 超 
出 这 些 特定 系统 的 更 广汉 的 内 锌 . 特别 是 , 在 品格 模型 的 育 景 下 , 我 们 将 讨 
论 序 参 量 和 对 称 性 破 缺 的 含义 , 我 们 也 会 介绍 利用 解析 理论 处 理 有 耦合 的 
或 者 高 度 关联 的 系统 的 普 适 性 方法 : 平均 场 理 论 和 重 正 化 群 理论 . 这 些 强 
有 力 的 概念 和 技术 在 物理 学 的 所 有 领域 中 都 起 着 重要 的 作用 . 


85.1 PERE 


如 图 5.1 Bras, 我 们 考虑 一 个 排列 在 唱 格 上 的 六 个 自 旋 的 系统 . 在 存 
在 磁场 H 时 , 系统 的 特定 态 v 的 能 量 为 ! 


N 
Pr = -X Hs: + ( 自 旋 之 间 的 相互 作用 能 )， 
i=1 
其 中 s; = +1. 相互 作用 能 的 一 个 简单 模型 是 
-JS sisj, 
tj 


其 中 了 称 为 耦合 常数 , TRA OK Al de A FRITS AY AOE. 具有 这 种 相互 作 
用 能 的 自 旋 系 统称 为 伊 辛 模型 (Ising model). 


! 注 意 , 本 章 中 的 通常 表示 磁 矩 , 不 是 化 学 势 . 一 一 译注 
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Ali, eek ny + pe. 


图 5.1 Mat EKI H DE 


注意 到 当 J >0 时 , AEE EIER A FATHA A DER — Be. 因此 , 我 
们 可 以 预期 , 在 足够 低温 下 这 种 稳定 性 会 导致 称 为 自发 磁化 的 合作 现象 . 
也 就 是 说 , 通过 最 近邻 自 旋 的 这 种 相互 作用 , 一 个 给 定 的 人 厂 和 窍 会 影 哺 与 给 
定 自 旋 分开 一 宏观 距离 的 一 些 日 旋 的 排列 . 这 些 目 旋 间 的 长 程 关 联 (long 
ranged correlations) 与 长 程序 (long ranged order) 相 联 系 . 长 程序 使 得 即使 在 
无 外 磁场 时 唱 格 也 有 兆 磁 化 强度 . 在 没有 外 磁场 五 下 的 磁化 强度 


N 
(M) = > psi, 
t=:] 


称 为 自发 磁化 强度 (spontaneous magnetization). 

除非 温度 足够 低 (或 者 J 足够 大 ), 否则 系统 将 设 有 将 磁化 临 度 . S T 
( 居 里 (Curie) 温度 或 临界 温度 ) 表示 系统 可 以 有 非 零 磁化 强度 的 最 高 温度 ， 
我 们 预期 磁化 强度 有 类 似 于 图 5.2 所 示 的 曲线 . 


M | 


Ži 
图 52 目 发 磁化 强度 
练习 5.1 证 明 对 于 J>0 和 零 场 ( 即 H+ 0+), 立方 曲 格 伊 辛 模型 的 


最 低能 量 是 
Ep =-DNJ, D= 维 数 
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并 且 该 最 低能 量 对 应 所 有 自 旋 平行 排列 (或 者 所 有 向 上 或 者 全 部 向 下 ). [ 提 
T: 在 12.3 维 情况 下 , 任 一 给 定 自 旋 的 最 近邻 数 分 别 为 2,4,6]. 二 维 三 角 
晶 格 伊 辛 模型 的 基态 能 量 是 多 少 ? 

练习 5.2 计算 零 温 下 伊 辛 模型 的 自发 磁化 强度 的 大 小 . 
AST. > 0, 系统 经 历 有 序 - 无 序 转 变 (order-disorder transition): 一 种 相 变 . 
因为 磁 系 统 比 流体 系统 简单 , 我 们 研究 磁 系 统 . 然而 , 我 们 将 看 到 , HA AE 
非常 类 似 于 液 气相 变 以 及 其 它 许 多 有 趣 的 过 程 . 

磁 晶 格 的 宏观 性 质 可 以 从 配 分 图 数 的 计算 得 到 ， 


Q( 0, N, H) = >. 


L 


= =% > a >» exp nS 4 Ay Sis | . 


5, §&9 sw 三 士 ] 


因为 相互 作用 项 厢 合 着 不 同 的 si, 所 以 多 重 求 和 纠缠 在 一 起 . 在 以 下 一 维 
An Att FP 


T + | | | | | 
12 3 #44G-1 i i+} N 
相互 作用 能 可 以 约 化 为 对 单一 指标 的 求 和 
N 
-J Ý SiSi+1, 
t=】 


(其 中 我 们 使 用 了 周期 边界 条 件 , 即 第 N+1 个 自 旋 和 第 一 个 自 旋 相同 ). 对 
于 这 种 情况 , 配 分 函数 可 以 解析 地 求解 , 结果 为 (在 没有 外 场 时 ) 


Q(B, N,0) = [2 cosh(8 JJ”. 


练习 5.3 验证 上 述 结 果 对 于 大 的 入 是 正确 的 . 


也 可 以 很 快 证 明 , 一 维 伊 辛 模型 预言 在 任何 有 限 温 度 下 不 会 存在 自发 磁化 
(参见 练习 5.21). 

对 于 目 发 磁化 缺失 的 物理 原因 可 以 通过 考虑 到 无 序 态 激发 的 能 量 关 
系 得 到 容易 的 理解 . 例如 , 对 于 两 个 基态 之 一 


| 1 -... J 


| 了 
1 2 


ez — 
= 
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其 相互 作用 能 为 -NJ, 单 粒子 净 磁化 强度 为 po. 这 是 一 个 有 序 态 . 对 于 无 
序 态 


i 7 
1 2 
磁化 强度 为 0, 能 量 为 (-N + 4)J. 这 种 能 量 的 小 变化 ( 仅 有 N 分 子 一 ) 不 
足以 维持 有 序 态 的 稳定 . 确实 , 对 于 一 维系 统 , 在 高 于 了 ~ J/Nks 的 所 有 温 
度 , 单 粒子 净 磁 化 强度 应 该 等 于 去 . 相对 于 宏观 的 N, 该 温度 是 趋 于 等 的 
小 量 . 

然而 , 在 二 维系 统 中 , 激发 到 无 序 态 所 需 的 能 量 更 高 . 例如 , 下 列 位 形 

| | | T | 


| 1 | 
2 N 


2 


T ? f 7 
Lt +s $ 4 
t £ f 4 


— + 一 一 


的 能 量 比 完全 有 序 位 形 的 能 量 每 N 中 要 高 出 W12. 这 个 能 量 差 足 以 维持 
一 个 有 序 态 的 稳定 . 
事实 上 , 在 二 维和 三 维系 统 中 , 仇人 六 模型 确实 显示 有 序 - 无 序 相 变 . 然 
而 , 这 个 事实 的 证 明 是 非 平 凡 的 , 代表 了 20 世纪 的 主要 科学 成 果 之 一 . 在 
20 世纪 40 年 代 , m wet (Lars Onsager)! HE AA f (4H F) 二 维 伊 辛 模型 的 配 
分 图 数 是 
Q(B, N,0) = [2cosh(GJ)e’]%, 


>f ain} 5 | + l — k“ sin’ Ouh 


K = 2sinh(28J)/ cosh? (287). 
PER IIR R ER, 与 该 配 分 图 数 相 关联 的 目 由 能 是 非 解析 的 . 进一步 , 可 
以 证 明 对 低 于 下 列 工 . 的 所 有 温度 , 存在 目 发 磁化 


区 是 方程 sinh(2J/kpT.) = 1 的 解 .| 在 这 个 温度 附近 , Fs ER A BA HE 
C = (O({E)/0T)y-0 EARN, 
C 8&kp 
Oo N n 
'Lars Onsager, 1903 — 1976, 挪威 裔 美 籍 物理 化 学 家 和 理论 物理 学 F, 1968 4 3k Hr Il 
尔 化 学 奖 .一 一 译注 


其 中 


H. 


(BJ)? In |1/(T — TA). 
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更 进一步 , 位 化 强度 的 行为 十 
N fi (ii BL) (T: = T)”, T < Te, 


其 中 8 = 1/8. (PRIER Pts DON i BE E CA ie A.) 
还 没有 人 能 够 解析 地 求解 三 维 伊 辛 模型 . 但 是 数值 解 已 经 显示 存在 
临界 温度 , 它 大 约 是 二 维系 统 值 的 两 倍 . 在 这 个 临界 温度 附近 ， 


< x | 一 了 一， 


并 且 


(T_T, T<Ta 


其 中 临界 指数 (critical exponent) 的 值 为 
a = 0.125, G73 0.313. 


不 久 我 们 将 考虑 两 个 近似 方案 以 计 及 粒子 之 间 的 相互 作用 , 并 看 出 这 
些 方法 对 于 伊 蔷 磁体 的 相 变 所 能 作出 的 一 些 预 言 . 然而 , 首先 对 于 相 变 的 
一 般 物 理性 质 还 有 几 点 我 们 应 该 指出 . 


§5.2 mean 


这 里 我 们 将 证 明 , 当 对 变量 进行 一 点 简单 的 变化 , 伊 辛 磁体 将 变 成 一 
个 可 以 措 述 密度 涨 落 和 气 液 相 变 的 模型 . 首先 , 我 们 构造 一 个 基于 本 章 开 
aR UT m aa PA HIER AS. 但 是 , 在 现在 的 情 疙 下 铭 格 将 空间 分 割 成 看 干 晶 胞 , 每 
个 蝇 胞 可 以 被 一 个 粒子 占据 或 者 未 被 占据 . 我 们 令 ni = 0 或 1 来 表示 第 i 
个 晶 胞 的 占有 数 , n; = 1 的 上 限 实际 上 是 一 个 已 占 空间 条 件 , 说 明 没 有 成 
对 粒子 的 间距 可 以 比 唱 格 间 距 更 近 . 在 这 个 模型 中 , 邻近 粒子 间 的 吸引 力 
这 样 解释 : 当 粒 子 处 于 最 分 近 的 唱 胞 , 与 每 一 个 这 样 的 粒子 对 相关 的 能 量 
为 —€. Fre, 一 给 定 的 所 有效 集 合 的 总 能 量 为 


-eX ninj. 
tJ 
我 们 将 忽略 任何 有 关系 统 内 粒子 位 形 的 进一步 的 细节 . 在 这 种 近似 下 , 系 
统 的 位 形 由 集合 {ni} 确定 , 且 巨 正则 配 分 函数 由 下 式 给 出 ， 


n N 
Z = » nn Som + nas , 
i,j 


nj)... mw 0,1 g=] 
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其 中 N 是 晶 胞 (而 非 粒 子 ) 的 数目 , 是 化 学 势 . 系统 的 体积 是 一 个 品 胞 体 
ALES N 信 . 

县 有 这 种 配 分 图 数 的 模型 系统 称 为 晶 格 气体 (lattice gas), E -5 Ri 
体 是 同 构 的 . 通过 对 变量 作 下 列 变换 可 以 建立 两 者 之 间 的 对 应 关系 ， 


Ss; = 2N; — |, 


人 们 发 现 , FRE RE PRP “A WEE” OP FE A OR HP — 7 Yi 
胞 ,* 自 旋 向 下 ”对 应 于 一 个 空 的 晶 胞 , 磁场 (在 相差 一 个 常数 ) 映射 到 化 学 
势 , 并 且 在 伊 辛 磁体 中 的 耦合 常数 了 在 品格 气体 中 是 s/4. 在 图 5.3 中 ,我 
们 说 明了 一 个 特殊 位 形 的 对 应 关系 . 


至 唱 胞 


填充 的 唱 胞 
伊 辛 磁体 na ft LIE 


图 5.3 同 构 系 统 


练习 5.4 将 对 应 关系 具体 化 . 特别 地 , 导出 伊 辛 磁体 中 的 参数 与 唱 格 
气体 中 的 那些 参数 之 间 的 精确 关系 ,使 得 前 者 的 正则 配 分 函数 在 相差 一 个 
比例 常数 的 范围 内 与 后 者 的 巨 配 分 函数 完全 相同 . 


通过 推广 晶 格 的 性 质 和 分 量 数 并 增加 每 个 唱 格 位 置 的 态 数 , 可 以 从 两 
AS (向 上 自 旋 和 向 下 自 旋 ) 伊 注 磁体 构造 更 加 复杂 的 密度 涨 落 品格 模型 . 多 
态 推广 常 被 称 为 波 葬 模型 (Potts model), 使 用 复杂 唱 格 的 模型 常 称 为 缓 饰 
ay #4 4% # (decorated lattice model). 


§5.3 ” 破 缺 对 称 性 和 关联 范围 


伊 革 磁体 有 序 -无 序 现象 的 一 个 性 质 应 该 会 让 除了 最 漫不经心 者 之 
外 的 所 有 观察 者 驻足 思考 . 在 不 存在 磁场 时 模型 关于 目 旋 的 上 、 下 方 问 
是 对 称 的 . 实际 上 , 所 有 日 旋 排 成 一 列 的 基态 是 二 重 简 并 的 , 因为 整个 的 排 
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列 可 以 问 上 或 者 辐 下. 因此 ,不 存在 外 磁场 的 情况 下 , 通过 公式 


= 3 2 (Zus) er” 


对 磁化 强度 进行 的 精确 的 统计 力学 计算 看 来 必定 给 出 零 的 结果 . 这 里 的 推 
FB AE Fe fa) BE: 对 于 每 一 个 具有 正 M, = DS Hsi 的 位 形 , 对 称 性 要 求 有 一 个 负 
M, 的 同等 权重 的 位 形 . 因此 , 总 和 便 是 零 . 那么 我 们 又 应 该 怎样 考虑 自发 
磁化 的 破 缺 对 称 性 呢 ? 

考虑 依赖 于 磁场 强度 的 自由 能 可 以 构建 一 个 答案 . 特别 地 , 设想 对 净 
磁场 强度 限定 取 值 M 的 所 有 状态 wv 求 和 , E 


=) A(M — My)e P”, 


其 中 A(M — M,) 当 M = M, 时 为 1, 否则 为 0. 显然 , Q = O,, Q(M) 并 且 
Q(M)/Q 是 观察 到 系统 磁化 强度 为 M 的 概率 . 量 


—kpT ln Q(M) = A(M) 


是 目 由 能 , 它 确 定 了 改变 系统 磁化 强度 所 需 的 可 道 功 . 从 我 们 对 与 破坏 长 
程序 相关 的 能 量 关 系 的 讨论 , 可 以 设想 当 系 统 低 于 临界 温度 时 , A(M) 应 该 
表现 为 如 图 5.4 所 示意 的 行为 .能 量 AE 是 由 于 自 旋 与 外 磁场 的 耦合 而 产 
生 . (我 们 设想 该 场 很 小 , 或 许 小 到 仅仅 比 与 N-! 成 正比 的 场 稍 大 一 点 点 . 
否则 , 这 个 高 度 示意 性 的 图 形 的 标 度 必 定 是 不 正确 的 .) 随 着 0+, 对 向 
上 自 旋 的 偏 倚 将 消失 , AM) 关于 等 权 的 正 的 和 负 的 M 值 变 为 对 称 的 . 能 
量 E* 是 激活 能 . 如 果 系 统 处 于 M 值 接近 于 (AM) 的 一 个 态 , 为 使 系统 到 达 
磁化 强度 接近 —(M) 的 一 个 态 , 需要 有 大 小 为 E* 的 能 量 涨 落 . 
如 我 们 已 讨论 过 的 , 在 二 维和 三 维 情况 下 E 是 非常 大 的 , “4 H = 0 

时 , 它 分 别 按 NU? 和 N2/3 标 度 . B* 是 表面 张力 能 (或 者 在 二 维 情 况 下 为 
线 张 力 ). 因此 , 由 于 位 形 的 玻 尔 兹 曼 权 , 在 大 系统 的 极限 下 , ES (JM) 和 

—(M) 之 间 涨 落 的 可 能 性 变 得 趋 于 零 的 小 . 由 此 , 自发 磁化 的 发 生 或 者 
长 程 关 联 导 致 的 对 称 性 破 缺 可 以 按 如 下 方式 考虑 : 通过 施加 外 场 , 将 系统 
制备 为 具有 特定 符号 的 磁化 强度 . 然后 可 以 将 磁场 调 至 任意 弱 , 并 且 如 果 
系统 是 处 在 临界 温度 之 下 , 则 E* 关 0, 自发 涨 落 将 不 具有 足够 的 大 小 以 破 
PR RE h XI ER HEL. 

tA M XT Bp HE Be BA E TT EF, AE aE Ss oe ik OS ERTEN E k PFE A EA FE 
T, 文献 中 也 称 此 为 对 称 性 的 $145 (restoration of symmetry). —— FETE 
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A(M) 


AE 
0 CM) 


图 5.4 RAE AY BY i I) PA Be 


练习 5.5 试 在 气 液 相 平衡 和 重力 场 的 背景 下 进行 如 上 类 型 的 讨论 . 
可 以 将 唱 格 气体 模型 作为 具体 的 例子 . 


这 个 涨 落 的 磁化 强度 M 是 伊人 六 系统 的 序 参 数 (order parameter). 这 里 ， 
闻 语 “ 序 参 数 " 用 来 表示 涨 落 的 变量 , 其 平均 值 表征 系统 的 序 或 破 缺 对 称 
性 . 对 相应 的 品格 气体 , 序 参 数 是 密度 与 其 临界 值 的 偏离 . 为 扩展 序 参 数 
Wee, 引入 为 一 个 有 用 的 概念 :关联 范围 (range of correlations), 即 在 一 个 
空间 区 域 的 涨 落 可 以 被 另 一 个 区 域 的 那些 涨 落 关 联 或 影响 的 距离 . 如 果 
两 个 点 相隔 的 距离 大 于 关联 范围 , 那么 在 这 两 个 点 的 不 同 涨 落 彼此 间 将 是 
无 关联 的 . 

考虑 关联 范围 R 是 微观 距离 , 即 不 大 于 几 个 格 距 的 情形 . 在 这 种 情况 
F, 品格 可 以 分 为 数目 很 多 的 统计 上 独立 的 唱 胞 . 每 个 唱 胞 的 边 长 为 工 , € 
wth RR 大 ,但 还 是 微观 大 小 . 参见 图 5.5. 每 个 晶 胞 的 净 磁 化 强度 与 它 近 邻 
晶 胞 的 净 磁 化 强度 无 关联 . 因此 , 这 里 没有 宏观 的 合作 性 ,平均 的 总 磁化 强 

男 一 方面 , WR RR 是 宏观 尺度 , 那么 宏观 样品 可 以 存在 净 平 均 磁 化 强 
RE. 因此 , 我 们 看 出 , 与 平均 序 参数 的 有 限 值 相 关 的 破 缺 对 称 性 和 长 程序 
(long range order) 的 存在 是 密切 关联 的 . 长 程序 也 就 是 宏观 尺度 的 关联 范 
Hl. 

为 1 与 出 写 上 和 面 表述 相关 的 方程 , RITS A A DE i 和 了 之 间 的 对 关联 
PRI 2 


cij = (8i8j) — (Si) (85). 


对 于 相应 的 品格 气体 模型 , c;; AE PS BOE EL oA js 的 密度 之 间 的 关 
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HH 
HEF L>R= Jee 
HE 


Wk mk 
po 


图 55 Æ mte EHA A REHITA 


联盟 数 . 根据 定义 , 当 位 于 品格 位 置 i AA j 上 的 日 旋 (eh AD) 
之 间 无 关联 时 ci AVA. 因此 ， 


N 
pier ~ 与 自 旋 1 关联 的 自 旋 的 数目 . 


为 了 符号 上 的 便利 , 我 们 单独 写 出 了 目 旋 1. 当然 , 所 有 的 日 旋 痢 是 等 价 的 . 
应 该 注意 , 随 着 关联 范围 增 大 ,上面 求 和 式 中 计算 到 的 数目 也 会 增加 . 
上 述 关 联 的 目 旋 数目 因而 关联 的 空间 范围 与 磁化 率 有 联系 


_ 1 (OM) 
x“ 'N ( 88H ); 
为 建立 这 个 关系 , 注意 到 由 对 磁化 强度 涨 落 的 分 析 , 我 们 有 以 下 一 般 结 果 
x(8, H) = = (My), 
其 中 
N 
SM = M - (M) = u ) (lsi — (si)) 


因此 ， 
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N 
_ 2h". 
= pS cy 
j=1 


上 面 的 第 二 个 等 号 中 用 到 了 cj We CUR ATA iat 17 BOB OE SE OP BY SF 
实 . 根据 上 面 这 个 公式 , 磁化 率 的 发 散 与 长 程 关 联 的 存在 有 关 . 这 是 因为 
等 式 右 边 计 算 了 关联 的 自 旋 数 目 , 而 该 数目 随 关 联 范围 的 增加 而 增加 . 

x 发 散 的 一 个 方式 与 对 称 性 破 缺 现象 有 关 . 这 里 ,在 T <T. 时 两 相 共 
AF, 施加 无 穷 小 的 场 足以 产生 自 旋 的 净 宏 观 排 列 . 特别 地 , 对 于 正 的 H, 如 
E N 一 co, ARITET <T. FS H - Ot, WA (M) = Nmon, 其 中 ou 是 
单个 自 旋 的 自发 磁化 强度 (下 标的 0 是 为 了 强调 使 磁场 趋 于 零 )， 另 一 方 
面 , Wt H <0 H N>, RAF H —0-, WA (M) = —Nmon. 因此 , 对 
T <T, ERRAKI (M) ERDE H = 0 处 的 不 连续 函数 . 所 以 , 它 的 偏 导 
数 O(M)/OH Æ H = 0 处 是 发 散 的 . 

为 了 更 细致 地 研究 这 个 行为 , SRT <T, N 很 大 (但 仍 为 有 限 ) 以 及 
H =0 的 情况 . 由 于 系统 的 对 称 性 


(si) = Ü. 
同时 有 : 


N 


> (3133) = Nmo. 


j=l 


现在 给 定 这 个 结果 , 我们 看 出 , 当 NIERET <T. h, € H =0 RIE RH 
x = Nmop’. 


该 公式 所 表示 的 行为 如 图 5.6 所 示 . 正如 图 形 以 及 上 面 的 公式 所 表明 的 , 与 
对 称 性 破 缺 以 及 长 程序 有 关 的 X 的 发 散 性 是 在 大 系统 极限 下 出 现 的 发 散 
ME. 回忆 起 xx 正比 于 磁化 强度 的 方 均 涨 落 , 因此 x 的 发 散 与 出 现 宏 观 涨 落 
相 联 系 . 换言之 , PGR AT BEE BY FY REEERE LB BS ERR AY SEU. 在 此 
我 们 所 考虑 的 现象 类 似 于 无 重力 时 在 蒸气 中 球 移 的 凝聚 液 滴 的 行为 . 显著 
的 宏观 涨 落 只 不 过 是 在 观察 区 域 中 液 滴 的 出 现 和 消失 . 参见 图 5.7. 注意 ， 
通过 施加 小 的 对 称 破 缺 场 , 这 些 涨 落 受 到 抑制 . 

然而 , 在 临界 点 或 者 其 附近 , 有 点 不 同 的 情形 出 现 了 . 此 处 , x 也 发 散 . 
但 现在 是 因为 两 相 (例如 , 自 旋 向 上 和 向 下 , 或 者 高 密度 和 低 密 度 ) 之 间 差 
“1! 可 以 这 样 理解 这 个 等 式 , 这 只 要 注意 到 标记 自 旋 s 的 值 足以 将 系统 偏向 于 破 缺 对 
称 性 的 两 个 态 ( 自 旋 向 上 或 向 下 ) 中 的 一 个 . 也 就 是 , 如 果 s1 = +, 则 开 (slsj) = No: 


MAL s1 = -1 则 和 为 SY, (s18;) = —Nmosi = +Nmo. 最 后 , 在 两 种 情况 下 si = 士 1 的 概 
率 都 是 1/2. 
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GA 


图 5.6 MFT <T ARM ARRAY N 时 的 平均 磁化 强度 


图 5.7 相 平 衡 时 的 涨 落 


别 的 消失 . 也 就 是 说 , 考虑 示 于 图 5.4 的 双 稳 势 时 , 势 垒 消失 ; 也 即 表 面 能 趋 


向 于 零 . 在 这 种 情况 下 , 在 H = 0, WORE 8> Be. ( 趋 于 零 . [对 晶 格 
a 


气体 模型 , 或 者 一 般 地 对 任何 流体 , MRF T. 沿 着 临界 等 容 线 随 着 了 一 T. 
时 , 相应 的 关系 是 ! 


! 注 意 , 这 里 公式 中 的 产 是 化 学 势 ,不 同 于 本 章 其 它 各 处 的 磁 矩 pp. 另外 公式 参见 练 
习 1.14. FEE 
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OBu\ 1 6 0) 
Op}, p\opja ` 


E Ay As A NC BY AR ZZ E] AY K ATE E A SORE R, ED S BY 7b Sy AS KE LA AB aR 
对 称 性 并 抑制 由 x 一 oo 所 暗含 的 宏观 涨 落 . 因此 临界 点 是 由 涨 沙 支配 的 
无 限 可 磁化 态 . 这 些 涨 落 不 是 随机 的 , IT te FER A AY ZO WE S E a BE 
的 . 


图 5.7 说 明了 在 气 液 平衡 时 我 们 可 能 观察 到 的 涨 落 . 图 (a) 和 (b) 是 温 
度 工 刚好 低 于 临界 值 Te 且 无 重力 场 的 两 种 情形 . 图 (c) FECL A T < Ta, 
但 是 作用 了 重力 场 . 图 (d) 假设 液体 接近 于 临界 点 . 所 观察 的 体 元 用 虚线 
示 出 . 在 品格 气体 模型 中 最 近邻 间 阳 1 对 应 于 这 些 图 中 所 男 线 的 粗细 . 
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通常 , 对 于 经 历 相 变 的 系统 进行 理论 处 理 需 要 使 用 近似 . 我 们 所 考虑 
的 第 一 个 这 种 方法 是 自 洽 场 方法 (self-consistent field method), EÑ 1970 年 
{RZ BW A He OR BY LF ry ZAER SEH. 为 了 说 明 这 种 方法 , 我 
ITRE MHA TEER. 基本 思想 是 关注 于 系统 中 的 一 个 特定 粒子 (在 本 
情形 下 是 一 个 目 旋 ), 并 假定 周围 粒子 ( 自 旋 ) 的 作用 是 形成 一 个 平均 分 子 
( 磁 ) 场 , 它 作 用 于 那个 标记 粒子 (A We). 参见 图 5.8. 因此 , 这 个 方法 忽略 了 
延伸 到 与 原始 或 标记 品格 品 胞 相关 联 的 长 度 标 度 以 外 的 涨 落 的 影响 . 这 个 
方法 仅 考 虞 了 那些 发 生 在 标记 品 胞 内 的 涨 落 , 而 且 由 于 这 些 仅 涉及 一 个 粒 
F, 所 以 这 个 方法 成 功 地 将 多 体 的 统计 力学 问题 约 化 为 少 体 ( 即 单 体 ) 问 
题 . 这 种 类 型 的 过 程 决 不 可 能 是 严格 的 , 但 往往 却 是 非常 精确 和 极为 有 用 
的 . 当然 , 对 于 那些 接近 于 蛋 界 点 的 系统 , 涨 落 的 合作 性 延伸 到 很 大 的 距 
离 , 它们 是 最 不 精确 的 方法 . 


Haa 
“La po oman. = 
i | i 


图 5.8 平均 场 理 论 的 图 示 
为 开始 进行 平均 场 分 析 , FEATS hEN AY A E, 


E, -一 -uH Ý s; SDE 
i 1,7 
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其 中 
Ji =J, i 和 j ARIES, 


=0, 其 它 情 形 . 
近邻 自 旋 以 及 外 场 五 作用 于 s; 的 力 为 
k = LH + 》 Jijsj. 
了 


因此 , EHF EHE i AY AY H; PR lag h 


pH; = uH + >| Jijsj 
FA ESB A EY RIS, Hi 也 相对 于 下 列 平 均值 涨 落 
(Hi) =H + : 2 Ji (Sj) 
=H + 772l), 


其 中 在 第 二 个 等 号 中 我 们 已 注意 到 ， a i 和 7 有 (si) = 
(s;), z 是 给 定 的 标记 自 旋 的 最 近邻 数 . 正 是 fH; 偏离 其 平均 值 的 涨 落 , 使 得 
标记 上 自 旋 的 涨 落 与 那些 在 它 的 环境 中 的 自 旋 的 涨 落 耦 合 起 来 . 实际 上 ,在 
忽略 Hi 对 (Ho 的 偏离 的 平均 场 近似 中 , 作用 于 一 个 标记 自 旋 的 力 是 独立 
于 那些 近邻 自 旋 的 瞬时 位 形 的 . 

在 第 三 草 我 们 研究 了 固定 磁场 中 无 耦合 自 旋 系统 的 统计 力学 (参见 练 
习 3.18 和 3.19). 使 用 那里 导出 的 结果 , 我 们 可 以 计算 在 平均 场 近似 下 一 
标记 自 旋 (为 方便 起 见 标 记 为 1) 的 平均 值 , 
D> s1explonu(H + AH)s1] 
s§1 三 士 


>》 exp(Gu(H + AH)s| 
s=2 1 


其 中 AH 是 分 于 或 环境 对 于 平均 场 的 贡献 , 即 
AH = Jels). 


(s1) = 


对 两 和 目 旋 态 进 行 求 和 , 得 
m = tanh(GuH + BzJm), (a) 
其 中 m 是 每 粒子 每 个 磁 矩 4 的 磁化 强度 ， 


| a (Ml) = aad ss) = (i) = (51). 
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关于 m 的 方程 (a) 是 一 个 超越 方 tanh(gJzm 
fe, 其 解 给 出 由 这 个 目 治 平均 场 理 论 预 
言 的 磁化 强度 . 这 是 下 述 意义 上 的 目 洽 
Hee Mle] FAK AG, a RE F Sy AI SE E Sy AS Ee HK Bl 
于 磁化 强度 的 平均 值 . 从 图 5.9 注 意 到 , 当 
BzJ > 1 时 , IF H =0 存在 m 的 非 零 解 . 
因此 , 对 于 一 个 正方 晶 格 , 我 们 预期 临界 
温度 为 


Te = 2DJ/kp. BJz> 1 的 平均 场 方程 
Kf T < T, Fy FE m= tanh(8Jzm) 的 解 是 BEFAR 
l l+m 图 5.9 不 同 耦 合 常数 (或 温度 ) 
6 到 =| : 下 的 平均 场 方程 


练习 5.6 证 明 该 结论 . 通过 泰勒 展 开 , 分 析 温 度 在 2DJ/kp Mit m 
的 精确 形式 , 并 证 明 在 这 个 平均 场 理 论 中 临界 指数 8 的 值 是 1/2. 证 明 在 
T=0 时 , 自发 磁化 的 平均 场 理 论 给 出 m= l. 

练习 5.7 画 出 由 平均 场 理论 给 出 的 了 -mm 图 . 这 是 本 章 开 头 概 述 的 
自发 磁化 的 平均 场 理论 预言 的 行为 . 

练习 5.8 证 明 平 均 场 理论 中 的 总 内 能 为 


(E) = —NuHm — (1/2)J Nzm?. 


# H=0,T=0 时, 该 式 给 出 (E) = -NDJ, 这 与 精确 的 结果 一 致 .了 > T, 
时 , 理论 预言 了 什么 结论 ? 该 预言 正确 吗 ? 


注意 , 对 于 一 维 情况 ,平均 场 理 论 预 言 在 有 限 温 度 工 = 2J/ks 处 会 发 
生 有 序 - 无 序 相 变 . 但 是 一 维 伊 辛 模型 的 精确 分 析 会 得 到 T = 0 ( 即 在 有 限 
温度 没有 目 发 磁化 ). 因此 , 该 理论 在 一 维 情 形 下 是 “无 法 想象 地 错 ”. 自发 
th ve WK T JT. 但 平均 场 理 论 忽 略 了 涨 落 , 预言 有 长 程序 .在 二 维 情形 , m 
院 格 解 给 出 Te = 2.3J/ks, 而 平均 场 理论 给 出 T, = 4J/ks. 在 三 维 情形 下 ， 
百 分 误 差 更 小 : 正确 的 答案 (来 自 数值 计算 ) 是 T. = 4J/ks, 而 平均 场 理 论 
给 出 的 结 朱 是 五 = 6 /kp. 在 每 种 情形 下 , 忽略 涨 落 而 预言 到 有 序 态 相 变 
的 温度 会 高 于 实际 相 变 的 温度 . 

通过 进行 更 为 复杂 的 平均 场 近似 , 二 维和 三 维 情形 下 的 临界 温度 的 理 
论 佑 计 什 可 以 得 到 极 大 的 改善 . 这 些 改善 可 以 通过 跟踪 多 于 一 个 自 旋 来 
构造 . 例如 , 可 以 考虑 对 除了 一 对 最 近邻 自 旋 si 和 so 之 外 的 所 有 自 旋 求 
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All, 则 作用 于 这 一 对 自 旋 的 分 子 场 可 以 近似 为 一 个 平均 场 . 这 种 方法 将 统 
计 力 学 约 化 为 易于 处 理 的 两 体 问 题 , 并 且 考 虑 了 在 单 粒 子 和 粒子 对 层次 上 
的 涨 沙 , 但 忽略 了 涉及 较 大 数目 粒子 的 那些 涨 落 . 通过 这 种 方法 可 能 作出 
显 者 的 改善 , 但 平均 场 理 论 忽略 了 长 度 标 度 大 于 与 少数 粒子 相 联 系 的 长 度 
你 度 范 围 的 涨 落 , 并 且 因 这 种 忽略 将 总 是 预言 出 不 正确 的 临界 指数 . 例如 ， 
平均 场 理 论 总 会 给 出 B= 1/2, 与 维度 无 关 . (事实 上 , 在 高 于 三 维 的 情况 下 ， 
平均 场 理论 会 变 为 正确 的 . 原因 不 是 显然 的 , 那 你 是 否 可 以 想 出 它 正 确 的 
物理 原因 呢 ? 随 着 维度 增加 , 平均 场 理论 的 精度 增加 , 这 个 事实 可 以 通过 比 
较 临 界 温 度 得 到 说 明 .) 


85.5 平均 场 理 论 的 变 分 法 


TEA FP, 我 们 通过 引入 可 以 用 于 优化 一 阶 微 扰 理 论 的 热力 学 微 扰 理 
论 (thermodynamic perturbation theory) 的 概念 和 一 个 变 分 原理 细 化 伊 华 模 
型 的 平均 场 (MF) 处 理 方法 . 这 些 方法 非常 一 般 , 可 以 作为 系统 地 导出 平 
均 场 理论 的 一 种 方案 . 然而 , 这 种 细 化 对 于 理解 下 面 两 节 将 描述 的 重 正 化 
理论 的 基础 并 不 是 必要 的 , 读者 可 以 先 跳 到 关于 基础 的 那 节 , 稍 后 再 回 到 
伊 半 模型 问题 就 是 计算 玻 尔 兹 曼 加 权 和 


Q = LJ exp|—BE(s1, S2;°°" 3 sN), 


其 中 


l 
El(si,::: ,SN ) 一 -3 S Jij8isy —pH 》 si 
1,7 1 


这 里 Jy 对 最 近邻 的 i 和 j 为 J, RAS. 相互 作用 项 -Ji;sis; 导致 了 
合作 性 , 但 也 是 造成 计算 O 复杂 性 的 主要 原因 . 然而 , 在 上 一 节 中 我 们 已 看 
到 , 通过 忽略 每 一 自 旋 周围 环境 对 平均 值 的 涨 落 , 系统 表现 为 如 同 由 相互 
独立 的 对 和 象 组 成 的 . 因此 , 开始 讨论 平均 场 理 论 的 一 个 方式 是 考虑 如 下 形 
IN AY) RE tet PRI Bi 

N 

Emr (51, 85N) = —u(H + AH) 》 si. 

i=l 
AAR ie AP HE m PC FB BEE — TP AA o EY RY, 每 个 自 旋 在 静态 场 
或 平均 场 的 影响 下 涨 落 . 这 个 模型 表示 了 一 个 简单 的 统计 力学 问题 . 配 分 
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pi AM Je 、 
Qur= >》 |] expl9u(H +AH)s) 
s Tan je (a) 
= {2cosh|Gu(H + AH))}}", 
任 一 si 的 平均 值 为 


(51)MF = tanh(Gu(H + AA)). (b) 


在 米 用 平均 场 描 述 时 , 必须 确定 静态 分 子 场 AH. 在 5.4 市 中 了 介绍 了 
一 个 物理 观点 , 据 此 确定 了 AH = zJ(si)/n. 我 们 现在 要 问 的 问题 是 , 这 种 方 
式 的 确认 实际 上 是 否 是 最 佳 的 . 特别 地 ,一 旦 我 们 采用 了 与 EvF(s1,:… . sn) 
相关 联 的 物理 图 像 时 (也 就 是 在 一 个 有 效 静 态 场 中 涨 落 的 独立 自 旋 ), 我 们 
可 以 力求 去 使 那个 模型 的 参数 取 最 佳 值 . 当然 , 在 这 种 情况 下 , 平均 场 模型 
变 得 非常 简单 , 仅仅 一 个 参数 AM 就 可 以 表征 . 

为 了 最 优化 , 我 们 考虑 用 平均 场 模型 作为 参考 系统 来 进行 微 扰 理论 的 
计算 . 做 法 如 下 : S 


AF(s,,--- , SN ) = Eb(s1,.…: , SN) — Emf (81; SN); 


则 有 
Q = >. exp|-8(EmFr + AE), 


ï] 5 oo N 


其 中 Emr(si.-°: ,SN ) 和 AE(s1,--: , SN) Ing, FH PR ON Aq TE, 但 为 符号 简单 而 
A E. 对 求 和 式 进 行 因子 化 ,也 可 以 写 出 
Q= `S exp(—GEyr) exp(—GAE) 


Slyn N 


=Qur )_ exp(-8Emr)exp(-BAE)/Qur. 


现在 , 让 我 们 定义 
(‘MF = QME 》 [-+-]exp(—@Emr) 
为 玻 尔 兹 曼 平均 运算 , 它 是 对 平均 场 能 量 图 数 Evr(s1,:… ,sn) 的 加 权 . 于 


是 , 有 
Q = Qmur(exp(—GAE)) mr. 
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上 一 方程 是 配 分 函数 的 一 个 精确 因子 化 形式 , 是 热力 学 微 扰 理论 的 出 
发 点 . 平均 场 模 型 是 参照 系统 或 者 零 阶 系统 , 微 扰 能 量 为 AE(si,--- ,snN)， 
这 个 微 扰 的 影响 可 由 对 参考 系统 的 玻 尔 兹 曼 因 子 进行 加 权 平 均 而 计算 出 
来 . 在 平均 场 理论 的 发 展 中 ,我 们 假设 围绕 平均 场 能 量 的 涨 落 是 很 小 的 . 也 
就 是 , 在 某 种 意义 上 AR 是 小 量 . 因此 , RITER H RA B: 


(exp(—GAE)) mr =(1 — BAE 4+ ---)mp 
=] 一 BAE)ME sl 
=exp(—H(AE)MF) + .…, 
其 中 忽略 了 AE 的 二 阶 以 及 高 阶 项 . 因此 , 我 们 得 到 一 阶 微 扰 理 论 的 结果 ， 
Q ~ Qur exp| 一 有 五 — Emr) mr}. 
这 个 近似 有 多 好 呢 ? 下 列 不 等 式 是 非常 有 用 的 ， 
e” 之 1 十 7x. 
练习 5.9 作 图 ez 和 ~ x, 并 把 它 和 图 (+r) ~ 工作 比较 . 证 明 对 于 所 有 


RETENER s, Aelter. [提示 : 注意 到 对 于 实数 z,ez Hc HEH 
递增 函数 , 它 的 性 数 也 是 .] 


应 用 这 个 不 等 式 , 我 们 得 到 : 
(of) =elS) (ed ) 
ae (1+ f —(f))) =e. 
因此 , 在 上 述 热力 学 微 扰 理论 的 范围 内 , 我 们 有 


Q > Qur exp( 一 有 五 — Emr) mr). 


练习 5.10 于 出 自由 能 的 一 阶 微 扰 理论 , 并 证 明 它 是 精确 自由 能 的 上 
FR. 
1X AN Sk Fe ROA A-R RK HH BAER (Gibbs-Bogoliubov- 
Feynman bound). ALA Fe a AI 3 4p Fy AH 使 右边 取 最 大 值 , 所 以 可 
以 用 这 个 极限 来 优化 平均 场 参 考 系 统 . 也 就 是 说 , AM 可 以 通过 求解 下 列 
方程 确定 ， 
0 = DAH A MF exp(—(( AE) mr). (c) 


65.6 重 正 化 群 (RG) 理论 125 


-P( AE) mr = ON (372 MF 一 HAH(s1) ue (d) 


这 里 我 们 已 经 使 用 了 这 样 的 事实 , 因为 自 旋 在 平均 场 模 型 中 是 不 关联 的 ， 
(sisi)MF 一 《si)MF(si)MF OF i 4 7) 以 及 因为 所 有 自 旋 的 平均 是 相同 的 ， 
(Si) MF = (Sj) MF- 将 (d),(a) 和 (c) 联 立 并 求 微 分 ， 我 们 得 到 : 


9 O 
0 = BJz{ 51) MF (Ae ) — Bpan ( ) | 


或 者 
Jz( 81} MF = HAH. 


练习 5.11 证 明 该 结果 .进一步 ,对 A 万 的 这 种 选择 ,证 明 自 由 能 的 一 
阶 徽 扰 近似 相应 于 @ > Qur, 以 及 -kpTlnQmF 实际 上 是 精确 的 自由 能 的 
上 限 . 


这 样 确定 的 AH 与 第 5.4 节 在 物理 基础 之 上 所 采用 的 完全 相同 . 将 此 再 与 
方程 (b) 的 (si)ywr FAR IZ, 我 们 得 到 了 在 该 厂 所 研究 的 相同 的 目 治平 均 场 
方程 . 因此 , 这 些 方程 是 可 以 构建 的 最 佳 理论 , 一 旦 采用 平均 场 模型 , 其 中 
伊 苹 磁体 被 摘 述 为 一 个 独立 目 诈 的 系统 , 每 个 目 旋 在 平均 静态 场 的 影响 下 
发 生 涨 落 . 


865.6 重 正 化 群 (RG) 理论 


我 们 现在 考虑 一 种 可 以 解释 大 尺度 涨 落 的 方法 , 即 重 正 化 群 理 论 . 这 
种 理解 相 变 的 方法 是 由 威 耳 孙 (Kenneth Wilson) 在 1971 年 发 展 起 来 的 , 他 
也 因为 此 页 献 而 获得 1982 年 度 的 语 贝 尔 物 理学 奖 . 威 耳 孙 的 方法 是 非 
fy Pe ad BY FP LAR BY oe FA vt Bl, 甚至 可 以 扩展 到 相 变 以 外 的 领域 . 然而 
TEX TAFE HAY, 该 理论 可 以 看 作 是 卡 丹 诺 夫 (Leo Kadanoff) 在 20 世纪 
60 年 代 提 出 的 唯 象 思想 的 延伸 和 补充 . 

重 正 化 群 理论 中 的 几 修 概念 可 以 用 一 维 伊 苹 模型 来 前 述 . 所 以 尽管 
一 维系 统 不 显示 相 亚 , 我 们 仍 从 它 开 始 进行 讨论 . 在 没有 磁场 的 情况 下 , 配 
TAZ Q AR sl 4a 


Q(K, N) = >. exp|K(- <- -+ 8182 + 5283 + 8384 + 8485 +- I, 
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其 中 
J 


KBT 
RG 理论 中 的 第 一 个 思想 是 , 通过 对 有 限 部 分 的 目 由 度 取 平均 ( 求 和 ) 而 将 
它们 从 问题 中 除去 . 这 与 平均 场 理 论 方法 形成 对 比 , 在 那里 除了 少数 几 个 
目 由 度 以 外 的 其 它 目 由 度 均 从 明显 的 考虑 中 除去 . 具体 地 说 , 我 们 可 以 按 
照 如 下 方式 分 割 Q 的 被 求 和 式 ， 


Q(K, N) = exp| K (s1852 + 8283)| exp|K (s384 + 8485 川 …: . 


现在 我 们 可 以 对 所 有 偶数 号 的 目 诈 sz,s4,s6,…… 求 和 , 结果 为 


Q(K,N)= ` {exp|K (sı + s3)] + exp[—A (sı + 83)]} 


51,593,855," 


x {explK (s3 + 85)| + exp|-K (s3 + s5)]}.…:. 


通过 进行 这 些 求 和 , 我 们 已 经 将 每 隔 一 个 自由 度 除 去 本: 
O0000. +0 O O =. 
123 45 | 3 5 
重 正 化 理论 的 第 二 个 重要 思想 是 将 已 部 分 求 和 的 配 分 图 数 改 造 为 一 
个 形式 , 使 得 这 个 形式 看 上 去 与 有 N/2 自 旋 并 且 (或 许 ) AA RRA HR 
(或 温度 倒数 )K 的 仇 羊 模型 的 配 分 图 数 相 同 . 如 果 可 能 进行 这 样 的 重 标 度 ， 
那么 我 们 可 以 得 到 一 个 递 推 关系 , 通过 它 从 具有 另 一 个 耦合 常数 (例如 零 ) 
的 系统 出 发 来 计算 QIK, N). 于 是 ,我 们 寻找 天 的 一 个 图 数 f(K) 以 及 一 个 
新 的 耦合 常数 UK! 使 得 对 于 所 有 的 s,s’ = +1, 有 


eKlsts) 十 e` K(s+s") = FUK JE, 
OU AR FR TRE ER FIE te, 那么 


QIK, N) = >. F(A) exp( K's, 83) f(K) exp( K's3585) aa 


$1,399 ,85,° 


=[f(K)]"/*Q(K’, N/2), 


X WO ae: FUT hs AY BB HE FR. 像 这 样 的 变换 称 为 卡 丹 诺 夫 变换 (Kadanoff trans- 


formation). 


为 确定 量 K' M f(K), 注意 到 如 果 s=s' = +1, WA 


§5.6 重 正 化 群 (RG) 理论 127 


仅 有 的 其 它 可 能 是 s= -s = +1, 由 此 我 们 得 到 
2 = f(K)je*, 
或 者 
f(K) = 2er . 
于 是 , 对 两 个 未 知 数 有 两 个 方程 , 它们 的 解 为 
K' = = In cosh(2K), 


f(K) = 2cosh'/?(2K). 


InQ@ = Ng(k), 
在 相差 -kpT 这 个 因子 时 , Ng(K) 是 目 由 能 . 由 于 目 由 能 是 广 延 量 , 我 们 
预期 g(K) 是 强度 量 即 与 系统 的 大 小 无 关 . 由 递 推 关 系 In Q(K,N) = 
(N/2) ln f(K) + m Q(K', N/2), 我 们 得 到 g(K) = (1/2) In f(K) + (1/2)9(K"), 3X 
者 因为 f(K)= 2 cosh'/*(2K), 由 有 有 


g( K’) = 29(K) — lIn[2 y cosh(2K)]. (b) 


方程 (a) 和 (b) 统称 为 重 正 化 群 方程 . (它们 描述 了 遵守 群 性 质 的 变换 并 且 

提供 了 一 个 重 正 化 方案 .) WRI K 的 一 个 值 已 知 配 分 图 数 , 则 利用 这 个 

BEKR “EE AERE CEA ng = Ng(K). 注意 , 在 从 (a) 和 

(b) 式 得 到 的 重 正 化 中 , 从 (a) 式 计 算得 到 的 新 厢 合 第 数 K' 总 是 小 于 KK. 
男 一 组 重 正 化 群 方程 是 


l l 
K = > cosh *(e?** ), (c) 


这 是 (a) 式 的 逆 , AA 


1 ,1 EE 
g(K) = 59(K )+ 5 ln2+ 5K. (d) 


该 式 由 注意 到 f(K) = 2exp K^ 而 得 到 ， 
练习 5.12 导出 这 些 重 正 化 群 方程 并 证 明 K >K. 


为 看 出 这 些 方 程 是 如 何 起 作用 的 , 从 一 个 小 的 耦合 稼 数 开 始 , 我 们 应 
用 (c) 和 (d). 重复 应 用 方程 将 产生 一 些 耦 合 常 数值 相继 变 大 的 gK). 让 我 
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们 从 K = 0.01 开始 . 对 于 这 样 一 个 小 的 耦合 常数 , 日 旋 之 间 的 相互 作用 几 . 
乎 可 以 忽略 不 计 , 于 是 有 Q(0.01, N) = @(0,N) = 2%. 由 此 得 到 
g(0.01) = In2. 
我 们 现在 开始 迭代 . 由 (c) 和 (d) 得 到 
K = 0.100334, 


g( K) = 0.698147. 
我 们 现在 使 用 这 些 数 作 为 新 的 K', 因而 得 到 
K = 0.327447. 


g(K) = 0.745814. 


如 此 进行 下 去 . 

K 重 正 化 和 群 精确 值 
0.01 In2 0.693197 
0.100334 0.698147 0.698172 
0.327447 0.745814 0.745827 
0.636247 0.883204 0.883210 

连续 应 用 0.972710 1.106299 1.106302 

RG 方程 1.316710 1.386078 1.386080 

(c) 和 (d) 1.662637 1.697968 1.697968 
2.009049 2.026876 2.026877 
2.355582 2.364536 2.364537 
2.702146 2.706633 2.706634 


A CE RS BE — PGK TC FE ON A] FB — A A RY. 如 果 我 们 沿 着 相 
BQ AS Ay We] 3B ORG Se Ae AE EE AY BL BR? 


练习 5.13 MK =10 Ft, BK ARBKT HLM Q(10,N) = QK > 
00, N) = 2exp( NK), FP g(10) = 10. 应 用 RG 方程 (a) 和 (b) 生成 一 个 类 似 
于 上 面 的 表 , 但 它 是 从 大 的 到 小 的 KK 演进 的 . 证 明 通 过 应 用 方程 (c) 和 
(d), 在 第 n 次 迭代 中 的 误差 比 g 的 初始 估计 值 的 误差 小 2-". 证 明 当 应 用 
方程 (a) 和 (b) H, 误差 将 指数 式 的 增长 . 
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对 RG 方程 的 连续 应 用 可 以 用 一 个 流 图 表示 出 来 . 用 方程 (c) 的 每 次 
迭代 将 得 到 更 高 的 KK 值 : 


X 
K =0 K = 00 
利用 方程 (a), 每 次 迭代 将 得 到 更 小 的 值 : 
X 
K =0 K 一 DO 


有 两 个 点 =0 和 = oo, 对 这 些 点 迭代 并 不 改变 K. 这 些 天 值 就 称 为 不 
动 点 (fixed point). Œ K = 0 Fl K = œ 之 则 有 不 间断 的 流 ( 即 在 有 限 K 值 
范围 内 没有 不 动 点 ), 这 个 事实 意味 着 在 一 维 伊 辛 模型 中 没有 发 生 相 变 的 
可 能 性 . 

在 除去 自由 度 时 , 我 们 将 问题 转换 为 有 更 大 长 度 标 度 的 一 个 几乎 完全 
相同 的 问题 . 在 这 个 一 维 例子 中 , 除去 自由 度 导 致 更 小 的 耦合 常数 OK. 我 
们 可 以 在 物理 上 理解 这 种 现象 , 因为 没有 长 程序 (除了 在 T=0, 即 K > oœ 
处 ), 因此 更 长 的 长 度 标 度 应 该 与 较 小 的 序 相 联系 , 于 是 有 更 小 的 K. 通过 
除去 自由 度 , 我 们 移动 到 更 小 的 天 ,因而 将 问题 转化 为 天 接近 零 的 弱 耦 合 
问题 . 在 一 个 诸如 K =0 的 平凡 不 动 点 附近 , 利用 微 扰 理论 很 容易 计算 出 
系统 的 各 种 性 质 . 

注意 , 在 一 维系 统 的 不 动 点 K=0 和 =o 处 , 晶 格 分 别 是 完全 无 序 
或 完全 有 序 的 . 当 系 统 完 全 有 序 时 , 在 任何 长 度 标 度 观测 系统 , 它 看 上 去 都 
是 相同 的 . 对 完全 无 序 的 情况 , 类 似 的 表述 成 立 . 长 度 标 度 变 换 下 的 不 变性 
是 车 正 化 群 不 动 点 的 一 个 本 质 特 性 , 甚至 当 这 些 点 是 平凡 的 =0,K = œ 
不 动 点 时 也 是 如 此 . 

对 于 如 二 维 伊 辛 磁体 这 样 显 示 相 变 的 系统 , 我 们 将 会 找到 与 相 变 相 联 
系 的 非 平 凡 不 动 点 . 
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现在 我 们 来 考察 一 个 确实 显示 相 变 的 系统 . 重 正 化 群 理论 的 第 一 步 就 
征 对 系统 的 所 有 目 旋 的 一 个 子 集 求 和 . 选择 子 集 的 一 种 可 能 方式 如 图 5.10 
所 示 . 在 该 图 中 , 剩余 的 圆圈 代表 那些 还 没有 被 求 和 的 自 旋 . 注意 , 剩余 的 
目 旋 构成 一 个 品格 , 它 像 原始 的 晶 格 一 样 是 简 方 晶 格 (虽然 有 45° 的 转动 ) 


! 本 节 的 处 理 过 程 严格 按照 下 列 文 章 H. J. Maris and L. J. Kadanoff, Am. J. Phys. 46, 
652 (1978). 
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图 5.10 ”正方 唱 格 中 一 半 自 旋 的 消减 


为 进行 对 半数 自 旋 的 求 和 , 我 们 将 正则 配 分 函数 Q 中 的 被 加 式 进行 
分 割 , 使 得 每 隔 一 个 自 旋 只 出 现在 一 个 玻 尔 兹 曼 因 子 中 : 


Q = >》 ---exp[As5(s1 + 52 + 53 + 54)| exp|K 56(s2 + 83 + 87 + 8g)|---. 


因此 , 通过 计算 每 隔 一 个 目 诈 的 和 , 得 到 
Q= >》 — -:-{exp[K(s1 + s2 + s3 + 84)] 
{ 剩 余 的 s;} 


+ exp |—A (sı 十 89 + 83 + 84)|} 

x lexp|K(s2 + 83+ 87 + 858)| 

+ exp |—K(s2 + 83 + 57 + Sg)|}---. 
与 一 维 伊 辛 模型 情况 相同 , 我 们 现在 希望 找到 卡 丹 诺 夫 变换 , 它 将 这 已 部 
分 求 和 的 配 分 图 数 转换 成 看 起 来 就 像 是 原来 未 求 和 的 那 种 形式 . 这 不 是 
完全 可 行 的 , 相反 , 新 的 配 分 图 数 适 合 于 一 个 有 类 似 的 但 更 为 一 般 的 哈密 
顿 量 的 系统 . 想 要 看 出 为 什么 , 我 们 可 以 尝试 写 出 关系 

exp |K (s1 + 82 + 83 + 54)] +exp[—K(s1 + s2 + 53 + 84) 


=f(K) exp |K (s1852 + $184 + $283 + 5384)], 
C3 


并 且 要 求 这 个 方程 对 (51, 52,83, 54) 的 所 有 非 等 价 的 选择 均 成 立 . 有 四 种 可 
能 性 , 即 


81 = 83 = 83 = 54 = tl, 
81 = 82 = 83 = —84 = t1, 
81 = 89 = —83 = —84 = xl, 


81 = —83 一 53 一 一 84 = tl. 
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但 是 以 上 的 假设 中 只 有 两 个 自由 度 f(K) A KK). 因此 , 这 是 不 能 进行 计 
算 的 . 
可 以 计算 的 最 简单 的 可 能 性 是 


1 
oe (s1+s2+s3+84) ae e— K(s1+82+83+84) =f(K) exp 区 Se + S983 + 5354 + 8481) 


+ K2(s183 + S284) + K351595354 |. 


(a) 
将 (51,52, 53,54) 的 四 种 可 能 情况 代入 上 式 , 我 们 得 到 


方程 的 解 是 存在 的 , 它们 是 

Ky == Incosh (4K), 

Ko = In cosh (4K), 

K3 = In cosh (4K) 一 > In cosh (2K) i 
以 及 

f(K) = 2[cosh(2K)]'/* [cosh(4K)]'/°. 

练习 5.14 导出 上 面 这 些 方程 . 

联 立 方程 (a) 与 部 分 求 和 的 配 分 函数 , 可 得 


Q(K,N) =[F(E)] 2 和 --- {exp (A, /2) (s182 + 5283 + 8453 + 5451) 
HER AY s; } 
+ Ko (8183 + 8284) + K 381898384] } 
x {exp |( 41/2) ($283 + 5358 + 8783 + 5782) 


+K2 (5258 + 8783) + K382875883]} -+ . 


注意 到 每 一 个 最 近邻 对 均 恰 好 重复 出 现 两 次 , 例如 szss 分 别 出 现在 对 ss, 
so 求 和 后 产生 的 玻 尔 兹 曼 因 子 中 . 然而 , 每 一 个 次 最 近邻 对 (例如 , slss 和 
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sos, ) 仅仅 出 现 一 次 ; 还 有 正方 形 角 上 的 四 个 目 旋 (例如 , 51525384) 的 集合 
也 仅 出 现 一 次 . TFE, 


OK, N) = » exp KE = (f(K))*/? `S exp KY 
uJ 


N+ B hE Nj/2 个 自 旋 ty 
+Ko > "ggm 十 K3 > pst 
lm pqrt 


其 中 和 带 双 撤 的 和 是 对 所 有 次 最 近邻 自 旋 的 和 (在 有 N/2 自 旋 的 唱 格 中 ), 带 
三 个 撤 的 和 则 是 对 围绕 正方 形 相 邻 四 个 自 旋 的 所 有 集合 的 和 . 

注意 所 发 生 的 事情 . 我 们 已 去 除了 系统 的 自由 度 , 且 由 于 二 维系 统 的 
拓扑 结构 一 一 即 高 度 的 连通 性 , 导致 剩余 自由 度 之 间 的 有 效 相互 作用 比 原 
始 问题 中 的 相互 作用 更 加 复杂 . 这 在 非 平 凡 相互 作用 系统 中 是 很 常见 的 
事情 . 我 们 研究 流体 时 还 将 看 到 这 个 情况 . 由 于 这 些 更 加 复杂 的 相互 作用 . 
上 述 方程 不 是 可 以 精确 地 进行 重 正 化 群 计算 的 形式 . 为 进行 下 去 , 我 们 必 
须 对 已 部 分 求 和 的 配 分 函数 的 被 加 式 作 这 样 一 种 方式 的 近似 , 使 得 已 部 分 
求 和 的 量 类 似 于 未 求 和 的 消 数 . 最 简单 的 近似 是 完全 忽略 Ko. Ka, 这 将 给 
出 

Q(K, N) = [f(K)|*”? Q(Ki1, N/2), 
其 中 
K = 7 In cosh (4K). 

这 些 方程 与 在 一 维 分 析 中 得 到 的 方程 等 价 , 它们 预言 系统 没有 相 变 . 

为 得 到 更 好 的 结果 , 至 少 必须 计 及 Ko. 进行 这 种 处 理 的 一 个 简单 方案 
是 做 平均 场 近似 , 试图 将 非 最 近邻 相互 作用 的 影响 与 改变 最 近邻 之 间 的 耦 
合 相 结合 起 来 : 


Ky > 818) 十 Kz) "818m = K'( Ky, K2) N sisj. 
Im 


ij 17 


由 这 个 近似 可 得 
QIK, N) = [f (K)? QIK' (Kı, K2), N/2). 
4 g(K)= N-1InQ(K,N) 表示 每 个 自 旋 的 自由 能 . 因此 , 有 


g(K) = 51n f(K) + 59(K’), 
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g(K") = 2g(K) — In {2[eosh(2K)}"/? [cosh(4K)]"/* } (b) 


练习 5.15 导出 这 些 公 式 . 

通过 考虑 所 有 自 旋 排 成 一 列 时 系统 的 能 量 可 以 估算 K. 在 有 N/2 个 
自 旋 的 二 维 立 方 品格 中 , A N 个 最 近邻 的 键 , 也 有 NN 个 次 最 近邻 键 , M 
所 有 目 旋 排 成 一 列 时 ， 


Ky S sis; -一 N Kı, K2 》 sism 一 N Ko. 


iJ Im 
因此 , 可 以 估算 出 
K' m Kı + Ko, 


或 者 由 K(K) Fl K( Ke) 的 方程 可 得 
K = = In cosh (4K). (c) 
方程 (c) 有 一 个 非 平凡 不 动 点 . 即 存在 一 个 有 限 的 K., 满足 关系 
K, = = Incosh(4K). 
确实 , 有 
Kk. = 0.50698. 
方程 (c) 和 (b) sae BIE HOE FE, “ENT AY AGA TC A I TH — AE A 
模型 的 热力 学 性 质 . 在 该 情况 下 , 流 图 分 为 两 个 部 分 : 
x 
K =f K. K 一 oo 
练习 5.16 iS K < 天。 方程 (el 将 给 出 K' < K. 类 似 地 , EWS 
K > K., JZE (c) 将 给 出 K' > 五 
因为 迭代 将 远离 Ko 这 个 非 平 凡 不 动 点 称 为 不 稳定 不 动 点 . 然而 , 在 0 和 
oo 处 的 平 几 不 动 点 称 为 稳定 不 动 点 . 
为 了 实现 重 正 化 群 方程 (b) 和 (c), 它们 的 道 是 有 用 的 : 


] ， 
K= A cosh”! (es 3) i (c) 


x 


L A 
g(K) = 59(K" + = In{2e2K /1 cosh(4K'/3)] /4}. (b’) 
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练习 5.17 吐出 这 些 方程 
根据 在 = Ke 附近 的 泰勒 展开 式 , 可 以 发 现 热 容量 


d? 


C= aKa IK); 
E K — K. WY FEO F R EEA EM: 
C œ |T — Te 
其 中 T= (J/kpK) 且 
_9_ In 2 
© In (dK’/dK |p- ) 


=().131. 


练习 5.18 证 明 这 小结 采 . 


于 是 , 我 们 将 不 动 点 K 与 相 变 联系 了 起 来 . 临界 温度 由 下 式 给 出 


它 接近 于 由 驹 院 格 的 解 得 出 的 下 列 糊 确 值 ， 


—— = ().44069. 
kpT. š 


HE TE CF RY S5 A A AF E AY Te a AI DA F 28 R E PE H — 3B, 
C x —In|T — Tel. 


这 一 应 用 表明 , 即使 是 非常 粗略 的 近似 , 重 正 化 群 理 论 也 提供 了 一 个 
考 款 多 体 问 题 的 强 有 力 的 方法 . 然而 , FES RAS ZO, 让 我 们 总 结 一 下 本 
TPT TE h AY JL ek WS. 其 一 是 , 随 看 积 挥 的 日 由 上 度 越 来 越 多 , 产生 合作 性 
以 及 相 变 的 连通 性 或 拓扑 也 导致 越 来 越 复 杂 的 相互 作用 . 例如 , 再 次 考虑 
本 下 开头 画 出 的 方 品格 ,“ 积 捧 ” 目 旋 5 意 味 着 已 对 那个 目 由 度 的 可 能 涨 落 
HEIT TIKIR SE. 由 于 目 旋 5 直接 与 目 旋 1、2、3 及 4 耦合 , 对 上 自 旋 5 
涨 党 ( 即 它 的 位 型 态 ) 的 玻 尔 效 曼 加 权 求 和 依赖 于 其 它 四 个 目 诈 各 目的 特 
ES. 因而 , 比方 说 , Ae 4 通过 目 旋 5 的 涨 落 感觉 到 ”了 自 旋 1 的 态 . 在 
积 挥 最 初 N/2 Aiea eas PP, 1 和 4 不 是 最 近邻 , 1 和 3 也 不 是 . 
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然而 在 重 正 化 群 步骤 的 第 二 个 阶段 中 它们 也 是 明显 地 耦合 的 . 这 是 有 复 
杂 的 相互 作用 的 缘由 . 这 些 新 的 耦合 显然 是 模型 的 连通 性 所 固有 的 . 在 一 
维 情 况 , 缺乏 这 个 连通 度 , 通过 去 除 自 由 度 并 不 能 产生 更 复杂 的 相互 作用 ， 
因而 也 没有 相 变 出 现 . 

事实 上 , 当 我 们 试图 用 重 正 化 群 的 步骤 而 忽略 复杂 的 相互 作用 时 , 我 
们 无 法 在 二 维 模型 中 预言 存在 相 变 . 一 种 考虑 去 除 自 由 度 后 相互 作用 发 生 
变化 的 方式 是 , 设想 有 一 个 耦合 常数 Ki, Ko, Ka, 构成 的 多 维 相 互 作 用 
参数 空间 . 在 这 种 情况 下 , 配 分 图 数 依 顿 于 所 有 这 些 参 数 , 即 


Q = QK, Ko, Ka,--: N), 


其 中 .…. 用 来 表示 所 有 可 以 想到 的 相互 作用 (比如 说 , 包含 6 个 目 旋 的 相 
互 作 用 ) BY ae ae BC. 实际 所 感 兴趣 的 配 分 图 数 为 Q(K,0,0,…;N), 但 是 
重 正 化 群 过 程 中 的 第 一 个 相互 作用 给 出 


Q(K,0,0,--- ;N) = [f(K)|*/*Q(K,, Ko, K3,0,--- ; N/2). 


因此 , 为 了 用 重 正 化 群 方法 计算 配 分 图 数 , 我 们 必须 考虑 多 维 空间 中 耦合 
常数 的 变换 . 正 是 仅仅 通过 近似 , 我 们 将 流 局 限 在 这 个 参数 空间 中 的 一 条 
线 上 . 

在 即将 结束 本 节 时 , 我 们 注意 到 , 重 正 化 群 这 个 理论 最 初 是 为 研究 二 
级 相 变 而 提出 的 ,但 是 长 度 标 度 和 卡 丹 诺 夫 变换 , 哈密 顿 量 的 流 或 者 耦合 
参数 空间 中 的 流 以 及 不 动 点 等 概念 已 远 远 超出 这 个 应 用 , 正 逐 渐进 入 物 
理 、 化 学 以 及 工程 等 学 科 的 许多 分 支 领域 中 . 


85.8 ”二 能 级 量子 力学 系统 和 伊 辛 模型 之 间 的 同 构 


统计 力学 技术 , 例如 重 正 化 群 方法 , 对 于 物理 学 的 各 种 不 同 领 域 都 是 
非常 重要 的 , 原因 之 一 是 量子 理论 与 经 典 统 计 力学 之 间 有 同 构 性 . 这 里 我 
们 将 通过 二 态 量 子 系统 的 统计 行为 如 何 同 构 于 经 典 伊 辛 模型 的 行为 来 闻 
释 这 种 联系 . 

我 们 考虑 练习 3.21 中 描述 的 模型 . 特别 是 , 我 们 想象 一 个 量子 力学 粒 
T (一 个 在 混合 价 键 化 合 物 中 的 电子 ) 在 两 个 不 同 的 局 域 态 之 间 涨 落 或 共 
Dre. 随 着 这 个 粒子 从 一 个 位 置 移动 到 男 一 个 位 置 , 系统 的 偶 极 矩 对 其 平均 
值 的 偏离 改变 符号 . 侦 极 和 矩 的 这 个 可 变性 使 得 周围 介质 的 瞬时 电场 与 系统 
Aa. 采用 和 矩阵 形式 , 这 个 二 态 系统 的 哈密 顿 量 和 偶 极 算 符 为 : 


0 -å 
和 m=|" 
-^ 0 0 -pn 
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练习 5.19 证 明 上 述 哈 密 顿 量 的 本 征 能 量 是 tA ( 即 两 个 能 级 之 间 的 
间隔 是 24), 且 本 征 矢 量 与 (1, 士 1) 成 正比 . 


偶 极 和 矩 与 电场 8 的 耦合 导致 总 哈密 顿 量 为 
KH, 一 Em. 


我 们 将 假定 周围 的 介质 与 量子 力学 系统 相 比 是 比较 惰性 的 ,这 香味 看 AS 
是 动力 学 量 , 因此 & 不 是 算 符 . 对 于 给 定 的 8, 二 能 级 系统 的 配 分 图 数 为 


Q(é) = Tre tame, 


其 中 迹 Tr 是 对 量子 系统 的 两 个 态 求 的 . 
下 一 步 是 至 关 重 要 的 技巧 . 我 们 将 玻 尔 兹 曼 算 和 付 分 成 PP 个 全 同 的 因 


下 
Q(é) = Tr [e-em] (a) 
对 于 足够 大 的 P, 我 们 可 以 使 用 下 列 结果 
e7 (8/P)(Ho—mE) — e7 (P/P) el(B/ PmE |] + O(8/ PY]. (b) 


练习 5.20 将 指数 算 符 展开 , 验证 该 方程 的 左右 两 边 到 B/P 的 一 阶 项 
是 一 致 的 , 而 二 阶 项 的 偏离 中 包含 对 易 子 A,m]. 
这 样 , 通过 取 足 够 大 的 P, 我 们 能 避免 数学 上 与 非 交 换算 符 有 关 的 困难 . 然 
而 相应 地 , 我 们 必须 考虑 P 个 独立 的 玻 尔 兹 曼 算 符 exp[—(3/P)( HH — mE). 
这 些 算 符 中 每 一 个 的 矩阵 元 可 以 分 析 如 下 : Su = 41 表示 量子 系统 的 状 
态 . 我 们 有 
(ulm|u’) = uw pu, (c) 
以 及 
lullu) = — (1 — duu) A = 5 (ue —1)A. (d) 
因此 , 由 (da) 可 得 ， 


1+O(e*), w=u' = 1, 
eA+O(e), užu = +l, 


(ule lw) = | 


(u Cii u”) = 2 Ae uu In veary a O(e7)). (e) 
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男 外 , 由 (c) 得 


(uje lu") = VONT: a ait (f) 
因此 , 综合 (b),(e) 和 (£) 可 得 
(aj “etm = VeAexp -uu In VeA + pu 1 十 O(e*)| (g) 


这 里 我 们 引入 了 小 的 温度 倒数 
=F. 
式 (a) 中 的 迹 可 以 用 通常 的 矩阵 乘法 规则 计算 , 也 就 是 


TA = J AunurAuus Auu. 


Ui Ua, ,Up 


于 是 , 使 用 (g) 式 我 们 得 到 


p 
Q(E) = lim > (eA)?! exp Solon 十 中 


ui ,Wa , up=tl i=] 


其 中 上 = -ln ved, h = su 并且 应 用 了 周期 边界 条 件 upy = w. 极限 
P — co 是 必须 的 以 确保 (g) 式 中 的 =2 阶 项 可 以 被 忽略 . 这 关于 QE) 的 上 
述 公 式 证 明了 同 构 性 , 因为 公式 的 右边 确实 与 有 磁场 的 一 维 伊 辛 磁体 的 配 
Ar PA R E E +H fF]. 

我 们 在 导出 同 构 时 所 用 的 方法 与 20 世纪 40 年 代 由 理 查 德 . 费 曼 所 引 
人 的 导出 他 的 量子 力学 路 径 积 分 形式 的 方法 相同 .事实 上 , 对 于 同 构 的 伊 
辛 磁 体位 形 的 求 和 就 是 对 二 态 量子 力学 系统 的 量子 路 径 的 求 和 . 在 同 构 磁 
体 中 的 相 邻 反 疝 平行 目 旋 对 应 于 跃迁 或 隧 穿 事件 , 其 中 量子 粒子 从 一 个 空 
间 态 移动 到 其 它 态 , 也 就 是 , 在 混合 价 键 化 合 物 中 的 电子 在 两 个 核 之 间 共 
振 . 图 5.11 说 明了 这 种 同 构 . 图 的 上 部 画 出 了 量子 系统 在 = 41 和 w= 一 1 
的 态 之 间 移 动 时 的 一 条 路 径 . 图 的 下 部 夯 出 了 同 构 伊 辛 磁体 的 对 应 位 形 . 
伊 伴 磁体 中 的 无 序 与 共振 或 者 量子 障 穿 一 致 . 男 一 方面 , 有 序 的 同 构 伊 辛 
磁体 与 不 发 生 隧 穿 的 空间 定 域 态 对 应 . 

在 练习 5.26 中 将 考虑 这 个 二 态 模 型 与 一 个 缓 变 涨 落 电场 的 耦合 如 何 
引起 定 域 化 的 发 生 或 是 隧 穿 效应 的 抑制 , 并 且 在 同 构 的 伊 辛 磁体 中 这 种 定 
BBY LT I Aa AFRE 作为 对 那个 练习 的 绪论 , 让 我 们 考虑 一 下 这 个 
问题 的 能 量 本 征 值 . 对 于 & 的 一 个 给 定 值 , 2 x 2 哈密 顿 量 的 对 角 化 可 以 得 
出 以 下 两 个 能 级 (参见 练习 3.21): 


+y A? + p?E2. 
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u=] EE 


u==] 
EEEE EEEE E = 
图 5.11 量子 路 径 (上 图 ) 与 对 应 的 同 构 伊 辛 磁体 的 位 形 ( 下 图 ) 
现在 设想 不 存在 二 态 系统 时 , 电场 缓慢 地 涨 落 并 且 按 照 高 期 概率 分 布 
P(E) x exp(—BE&? /20), 


这 里 o 是 一 个 确定 典型 电场 涨 落 大 小 的 参数 ; 确实 , 在 没有 二 态 系 统 时 ， 


(&) = 0, 
并 且 
(67) = 5 


这 个 信息 再 加 上 与 电场 耦合 的 二 态 系 统 的 能 级 允许 我 们 可 以 写 出 整个 系 
统 的 能 量 , 
E (£) = 一 + y A? + p2&?2. 


我 们 有 两 个 能 量 EL.(8), 因为 改变 场 8 的 可 道 功 取决 于 这 个 二 态 系 统 是 处 
于 它 的 基态 还 是 激发 态 . 注意 , 我 们 假定 E 的 涨 落 是 缓慢 的 实际 上 是 假定 
这 些 涨 落 不 会 引起 在 两 个 稳定 量子 态 之 间 的 跃迁 . 在 通常 的 量子 力学 术语 
中 , 这 个 假定 被 称 为 绝热 近似 (adiabatic approximation). 在 第 四 章 当 我 们 讨 
论 玻 恩 - 奥 本 海 默 近似 时 , 我 们 在 一 个 不 同 的 背景 下 考虑 过 这 种 近似 . 在 图 
5.12 中 , 与 这 个 问题 相应 的 能 量 曲面 图 表明 , 当 8 的 涨 落 足 够 大 时 Bp 
当 op? > A R —— M) E =O 的 位 形 在 基态 是 不 稳定 的 . 稳定 基态 的 极 小 值 
对 应 于 二 态 系 统 与 一 个 净 电 场 耦合 的 情况 . 这 个 电场 破坏 了 二 态 系 统 的 
偶 极 对 称 性 , 导致 了 非 零 偶 极 符 的 产生 . 同时 , 这 个 净 极 性 对 应 于 偶 极 矩 的 
局 域 化 或 者 隧 穿 的 抑制 . 

这 个 类 相 变 (phase transition-like) 行为 在 包括 电子 转移 过 程 的 各 种 凝 
来 量 于 现象 中 起 看 重要 的 作用 . 在 研究 了 练习 5.26 后 , 读者 可 能 会 希望 用 
下 列 方式 重新 考虑 这 种 现象 : 由 于 共振 偶 极 和 矩 在 从 一 个 位 形 过 渡 到 男 一 个 
位 形 时 符号 交 蔡 变化 , 它 与 电场 的 厅 合 程度 不 如 非 共 振 的 局 域 偶 极 和 矩 那 样 
ge. 强 的 相互 作用 在 能 量 上 也 是 一 个 有 利 的 相互 作用 , 因为 对 于 足够 大 的 
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E,(€) E,(é) 

2A é 2A é 
H <i mS 
a A 


图 5.12 与 场 而 合 的 二 态 系 统 的 能 量 


0, 易 受 影 啊 的 电场 会 涨 落 并 沿 平 行 于 侦 极 和 矩 的 方 同 取 癌 . 正 是 这 种 趋向 于 
织 的 并 且 能 量 上 有 利 的 相互 作用 的 偏向 性 导致 在 这 个 模型 中 以 及 自然 界 
中 发 现 的 许多 分 子 系统 的 行为 中 观察 到 的 破 缺 对 称 性 和 局 域 化 . 这 种 类 形 
的 局 域 化 现象 常 称 为 自 停 陷 (self-trapping). 

在 结束 这 一 习 前 的 最 后 一 个 评述 是 一 个 建议 , 这 是 一 个 小 心 谨 慎 的 言 
i], 也 是 一 个 焉 励 性 的 言词 : 和 尝试 推广 我 们 已 经 导出 的 二 态 量 子 系统 和 伊 
蔷 位 体 之 加 的 同 构 性 . 特别 是 ,考虑 有 三 (或 更 多 ) 态 的 量子 系统 . 你 会 发 现 
量 了 于 路 径 的 抽 梓 确实 可 以 映射 为 一 个 经 典 统 计 力 学 问题 .但 是 现在 , 一般 
地 , 在 多 态 “日 旋 ” 之 间 的 最 近邻 看 合 涉及 复数 . 这 个 特征 意味 着 我 们 必须 
进行 有 交 蔡 变化 符号 的 玻 尔 兹 曼 加 权 求 和 . 换 句 话说 , 有 三 (或 更 多 ) 态 的 
量子 系统 与 其 中 某 些 态 有 人 负 “ 概 率 ” 的 经 典 类 伊 辛 系统 同 构 . 你 可 能 会 思 
考 二 态 模 型 中 的 什么 特征 使 其 避免 了 这 个 难题 , 然后 你 可 能 会 试图 发 明 一 


种 方法 去 避 倪 二 或 多 访 系 统 的 全 概率 的 问题 . 如 果 对 一 般 情 况 你 成 功 了 . 
发 表 你 的 成 果 | 
附加 练习 


5.21. 在 外 磁场 中 一 维 伊 辛 磁体 的 正则 配 分 函数 为 : 


N 

Q = ` exp Dos 十 a) 

ii Bn j=] 

# F h= BuH, K = BJ, 同时 我 们 使 用 了 周期 边界 条 件 , 即 s= SN41- 
(a) 证 明 @ 可 以 表示 为 


Q = Trg", 
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Hyp q Æ 4E 
exp(—h+K) exp(—K) 
exp(—K) exp(h+K)| 
提示 : FEF Q iJi P im ATTA E S A hsi 十 si+1)/2 十 开 sisi+1] 
(b) FRA MRE ARZAK 证 明 Q@ 可 以 表示 为 


Q= AR HAN, 


其 中 入 ,和 A_ 分 别 是 矩阵 0 的 最 大 和 最 小 本 征 值 . 
(c) 确定 这 两 个 本 征 值 , 并 证 明 在 热力 学 极限 (N 一 cw) 下 
In@ 
N 
这 种 计算 配 分 函数 的 方法 叫做 转移 矩阵 法 (transfer matrix method). 
(d) 求 平均 磁化 强度 并 证 明 随 着 及 一 0+ 磁化 强度 趋 于 零 . [提示 : 
TA Nmn 对 hh 微分 确定 (s1).| 
5.22. 考虑 有 外 磁场 的 一 维 伊 辛 模型 . 采用 适当 的 约 化 变量 , 正则 配 分 函 


一 mA+ = K + ln { cosh(h) + [sinh (h) + e74K]1/2) | 


BLA 
N N-1 
QLK, h, N) = So exp nya eT sisin 
8182S N t=] i=] 
(a) 对 所 有 偶数 自 旋 求 和 , 证 明 
Q(K,h, N) = [f (K, h) P Q(K', h’, N/2), 
其 中 
, 1 cosh( 2K + h) 
iali 2 ii re 十 | | 
Ki 1 — +h) cosh(—2K + = 
4 cosh*(h) 
以 及 


FK, h) = 2eosn(n) [OCK +M cont —2K +)" 


cosh’ (h) 

(b) 讨论 二 维 参 数 空间 (K, h) 中 的 重 正 化 方程 有 = h'(h, K), K' = 
K'(h, K) 的 流 图 . 

(c) AE K = 0.01 的 估计 值 


g(0.01, h) = g(0, h) 


开始 , JLA h EIR) E EERE E HR A, 同时 通过 重 正 化 群 方程 估 
算 g(1,1) 的 值 . 
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5.23. (a) 证 明 伊 辛 模型 中 每 自 旋 的 磁化 强度 如 何 对 应 于 唱 格 气体 中 的 密 
E 2,(ni)/V. 

(b) 对 二 维 晶 格 气体 , 在 温度 -密度 平面 内 画 出 带 标 记 的 共存 曲线 
图 形 . 

5.24. 假设 一 个 系统 由 N 个 “ 隔 板 ”组 成 ( 它 形成 一 闭环 以 消除 端点 效应 ). 
该 系统 的 一 小 部 分 如 图 5.13 所 示 . 每 一 “ 蝇 胞 ”和 包含 两 个 且 仅 是 两 个 
(5) 原子 一 个 在 顶部 , 另 一 个 在 底部 . 然而 , 每 个 原子 可 以 占有 两 
个 位 置 之 一 :“ 电 胞 ”的 左 侧 (ee a Ak 的 底部 原子 ) 和 “ 晶 胞 ”的 
右 侧 (F), “ia AE ij 的 展 部 原子 或 者 晶 胞 mm 的 顶部 原子 ). 所 有 可 能 
位 形 (具有 与 其 相关 联 原子 的 一 块 “ 隔 板 ”) 的 能 量 由 以 下 规则 给 出 ， 


fa ME 
Mt 
O o O elle O O O 
O O olo o © O O O 
i 7 k ! m n 
原 于 


图 5.13 显示 相 变 的 大 系统 中 的 一 部 分 


(i) 除非 正好 有 两 个 原子 与 一 块 隔 板 相 关联 , 否则 那个 位 形 的 能 量 是 
(E) 无 穷 (例如 , Ek = Em = +00). 

(ii) 如 果 两 个 原子 在 一 块 隔 板 的 同一 侧 , 则 这 种 位 形 的 能 量 为 0 (例如 ， 
El = 0}. 

(iii) to RP IRF HE FR FE, 则 这 种 位 形 的 能 量 为 < (例如 ， 
Ei = En =E]. 
(a) 根据 以 上 规则 , 由 NN 块 隔 板 以 及 与 其 关联 的 原子 组 成 的 系统 

有 哪些 可 能 的 能 级 ? 
(b) 对 于 每 个 能 级 , 存在 多 少 个 态 ? 即 每 个 能 级 的 简 并 度 是 多 少 ? 
(c) 证 明 系 统 的 正则 配 分 函数 由 下 列表 示 式 之 一 给 出 : 


Q=242%e ANE 
Q=2+2Ne", B= 一- 
Q = 2% 4 2e ANE, 


(d) 计算 热力 学 极限 下 的 单 粒 子 自由 能 , 并 且 证 明 内 能 在 某 一 温 
度 ( 记 作 了 5) 变 为 不 连续 的 . [提示 : 对 非常 大 的 mm a™ 在 哪些 a 值 处 
不 连续 ?] 


142 第 五 章 相 变 的 统计 力学 理论 


(e) 用 es PEA KART To. 
你 所 求解 的 这 个 问题 表示 KH2PO4 晶体 中 的 ( 铁 电 ) HR. 参见 
Am. J. Phys. 36 (1968), 1114. 上 文中 的 “ 隔 板 ”表示 PO, 基 团 .| 
5.25. 根据 文中 讨论 的 平均 场 理 论 预测 的 热 容 量 导 出 零 场 热 容量 的 行为 ， 
确定 其 在 临界 温度 之 上 和 之 下 的 精确 值 . 
5.26. 在 本 练习 中 , 者 虑 一 个 与 二 态 量 子 系 统 同 构 的 伊 辛 磁体 . 假设 电场 & 
是 具有 下 列 高 斯 概率 分 布 的 一 个 随机 涨 落 场 ， 
P(E) x exp[—BE’ /20]. 


(a) 对 好 进行 积分 ,证 明 可 以 得 到 配 分 函数 


es [oe Ee 987/20 (6) 


z Bpo — 
V a rn Y exp Ee “wn + ppr > a | | 


i=] J=] 


PPE A 这 里 ,24 是 未 受 
扰动 的 二 态 系统 的 能 量 间 隔 , £ = B/P AA r = 一 Invs4. 参见 第 5.8 
PF. 

(b) 由 对 电场 涨 落 积 分 产生 的 长 程 相互 作用 可 以 诱导 出 一 种 抑制 
隧 穿 的 相 变 , 即 环境 中 的 涨 落 引起 量子 系统 的 空间 局 域 化 . 通过 下 列 
步骤 证 明 这 个 相 变 确实 发 生 : AR QE), 然后 再 证 明 对 8 的 高 斯 加 权 
积分 得 到 的 @ 当 日 一 co 时 是 的 非 解析 函数 . 通过 考虑 ((5m)?) 在 
GC LEGaai Ee deh. cc aana meee 
的 一 个 二 阶 导 数 .| 注意 , 非 零 温度 下 , BA 是 有 限 的 . 同 构 的 伊 辛 磁体 
pe ng bade 系统 , 没有 局 域 化 的 转变 发 生 . 

5.27. 考虑 在 一 个 涨 落 磁 场 hh 中 的 一 维 伊 辛 碰 体 . 这 个 所 考虑 的 特定 模型 
具有 配 分 函数 


Q.N) = f ` dh 


$1,.-..38n— rl 


N 
x exp {ANH 20 + 上 [Bhsi + or . 
i=l] 
常 小 . 尽管 如 此 , 这 个 小 涨 落 场 的 存在 导致 这 个 一 维系 统 的 有 了 序 - 无 序 


+ È. 
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(a) 在 hh 保持 不 变 的 情况 下 对 涨 落 的 自 旋 进 行 积 分 , 由 此 确定 关 
F h bh iH BR A(h; B,N). 

(b) 证 明 低 于 某 一 温度 ( 即 高 于 某 一 8B 值 ) 时 , 自由 能 Alh b, N) 变 
为 六 的 双 稳 函数 ， 

(c) 导出 临界 温度 的 方程 , 在 该 温度 之 下 系统 显示 对 称 破 缺 的 现 
象 . 
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计 力 学 之 间 的 联系 . 关于 这 个 专题 的 标准 教材 是 

R. P. Feynman and A. R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals (McGraw 
Hill, N. Y., 1965).° 
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5 中 译本 , 量子 力学 与 路 径 积分 , 张 邦 固 , 韦 秀 清 译 , 科学 出 版 社 , 1986. 一 一 译注 


第 六 章 


统计 力学 中 的 钥 特 卡 罗 方 法 


随 看 高 性 能 计算 机 的 出 现 和 广泛 应 用 ,计算 机 模拟 方法 已 成 为 研究 多 
体系 统 的 一 种 无 处 不 在 的 手段 . 这 些 方法 的 基本 思想 是 : 借助 计算 机 ,人 
们 可 以 明确 地 对 包含 10? 或 103 甚至 104 个 自由 度 的 系统 的 轨迹 进行 跟踪 . 
如 来 系统 走 恰 当地 构造 的 一 一 就 是 说 , 如 果 使 用 物理 上 有 意义 的 边界 条 件 
和 六 子 则 的 相互 作用 , 轨迹 将 可 用 于 模拟 实际 粒子 集合 的 行为 ,对 轨迹 的 
统计 分 析 将 对 粒子 集合 的 性 质 作 出 有 意义 的 预测 . 

这 些 方 法 的 重要 性 在 于 , 原则 上 它们 可 以 给 出 所 研究 的 哈密 顿 量 的 精 
确 结 来 . 由 此 , 模拟 法 为 近似 处 理由 相互 作用 粒子 组 成 的 非 平凡 系统 提供 
了 不 可 或 缺 的 参考 . 通常 ,模拟 法 本 身 是 非常 有 效 的 , 可 以 容易 地 对 感 兴趣 
的 所 有 情形 进行 模拟 , 因而 疫 有 必要 诉 诸 近似 的 和 计算 上 更 简单 的 处 理 方 
法 . 然而 , 模拟 法 有 一 些 重要 的 限制 . 计算 机 (在 存储 和 时 间 两 者 ) 的 有 限 容 
量 章 味 看 人 们 仅 可 以 考虑 有 限 数量 的 粒子 , 只 能 跟踪 有 限 长 度 的 轨迹 . 后 
一 限制 对 人 和 们 可 能 获得 的 统计 精度 设置 了 上 限 , 而 前 者 阻止 了 大 尺度 标 度 
涨 落 的 研究 . 随 看 我 们 越 来 越 具 体 于 一 些 特定 的 说 明 , 这 些 问题 也 会 变 得 
ER AE ER RH AN. 

有 两 类 一 般 的 模拟 方法 , 一 类 叫做 分 子 动力 学 方法 (molecular dynamics 
method). 这 种 方法 考虑 原子 和 分 子 的 经 典 动力 学 模型 ， A 
程 积分 形成 轨迹 . 这 种 处 理 过 程 给 出 了 动力 学 信息 以 及 平衡 统计 性 质 . 另 
一 类 方法 叫做 蒙特 卡 罗 方 法 (Monte Carlo method). 这 种 处 理 过 程 可 以 比分 
于 动力 学 有 更 广泛 的 应 用 , 因为 它 不 仅 可 以 用 来 研究 经 典 的 分 子 集合 , 也 
可 以 研究 量子 系统 以 及 品格 模型 . 然而 , 过 特 卡 罗 方 法 没有 给 出 一 个 直 截 
了 当 的 方法 以 获得 依赖 于 时 间 的 动力 学 信息 . 在 本 章 中 , 我 们 对 蒙特 卡 罗 
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方法 的 讨论 将 集中 于 晶 格 模型 , 伊 辛 磁体 以 及 唱 格 气体 , 这 是 一 些 我 们 已 
经 具有 一 些 经 验 的 系统 . 对 这 些 系统 进行 的 解释 说 明 可 以 很 容 钨 地 推广 到 
更 复杂 的 问题 中 

在 本 章 和 后 面 几 章 中 给 出 了 几 个 计算 机 程序 , 它们 都 是 用 BASIC 语 
言 编 写 的 , 可 在 微型 计算 机 上 运行 . 学 生 应 该 用 这 些 程序 以 及 练习 里 概述 
的 推广 进行 实验 . 对 于 获得 对 模拟 计算 的 优势 和 限制 的 定性 理解 来 说 , SE 
验 是 必 不 可 少 的 . 在 所 有 情况 下 , 本 章 所 分 析 的 模型 的 许多 性 质 从 精确 的 
解析 结果 中 已 经 知道 . 这 些 精确 的 结果 给 实验 提供 了 指导 , m A FE AA ze 
试 进 入 了 解 很 少 的 领域 之 前 , 用 这 些 结 果 来 测试 模拟 算法 总 是 很 有 用 的 . 
在 第 七 章 , 我 们 确实 进入 那样 的 领域 , 对 一 个 液体 模型 (尽管 是 二 维 的 模 
型 ) 给 出 了 一 个 索 特 卡 罗 程 序 以 及 有 关 的 计算 . 


86.1 轨迹 


轨迹 是 一 个 系统 位 形 的 时 间 变 化 序列 . 例如 , 品格 气体 或 伊 革 磁体 的 
yy 形 是 目 旋 变量 的 列表 81,s2,…,sN. A v = (sl1,s2 sN) 是 这 个 N HE 
位 形 空间 的 一 个 点 的 缩写 .现在 想象 通过 这 个 空间 的 一 个 路 径 . 令 v(t) 
代表 这 个 路 径 上 的 第 革 步 的 列表 si,sz ,sw 那么 路 径 图 数 v(t) 就 是 
一 条 轨迹 .作为 示意 , 我 们 可 以 将 图 6.1 中 的 图 形 想象 为 一 条 轨迹 的 前 
八 步 . 字母 a,b,c,d 代表 不 同 的 位 形 ， 例 如 , 或 许 a = (1,1,-1,1,---),b = 
人 


v(t) 


5 em è A 


图 6.1 轨迹 


系统 的 位 形 性 质 随 着 轨迹 的 延伸 而 改变 , 对 在 有 全 步 的 一 段 轨迹 所 
历经 的 位 形 , EE G, = G(si, s2,:… ,snN) 的 平均 是 


T 
l 
(Gr = T 2 Gro: 


146 SAB 统计 力学 中 的 蒙特 卡 罗 方 法 


在 蒙特 卡 罗 计 算 中 , 通常 使 用 热平衡 平均 (G) 由 下 式 给 出 的 执 迹 


(G) (Gir. 


也 就 是 轨迹 是 各 态 遍 历 的 (ergodic), JF AL +S i PL wah (1 BK OK ZK E Op Ap EAN 
历经 不 同位 形 的 相对 频率 是 一 致 的 . 实际 上 , 仅 对 有 限 的 持续 时 间 求 得 了 
这 些 轨迹 , 因而 对 于 位 形 的 平均 也 仅 是 给 出 了 (Gy 的 一 个 估计 值 . 

通过 考虑 作为 时 间 工 的 肾 数 的 累积 平均 (cumulative average), 我 们 可 
以 将 一 个 有 限时 间 平 均 的 有 限 统计 精度 可 视 化 出 来 . 参见 图 6.2. Fl SE (G) 
的 振东 的 大 小 是 与 平均 值 的 统计 不 确定 性 相 一 致 的 这 一 点 可 以 这 样 理 
解 , 将 一 个 长 轨迹 分 害 成 大 干 段 相继 的 短 轨 了 迹 . 如 果 短 轨迹 不 是 太 短 , 那么 
对 这 些 子 轨迹 的 每 一 个 的 平均 可 以 视 为 统计 独立 的 观测 , 比较 这 些 平均 可 
以 用 来 估计 标准 偏差 . 这 个 思想 可 以 用 分 割 为 长 度 工 的 增 量 的 时 间 线 这 
个 图 形 来 示意 地 说 明 : 


= lim 
Too 


L 


U = B C D aa T 


(Gr 


(G> 


将 Guo 对 第 已 个 增 量 的 平均 记 为 (G)). BR, 


(Gr = (G) 9. 


I=A,B,--- 


进而 , 对 标准 方差 的 计算 可 得 到 统计 不 确定 性 的 估计 值 为 


E-o) 


随 看 了 一 co, 该 统计 误差 以 T WA KB FS. 


1/2 


A (Or 
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练习 6.1 试 证 明 该 公式 所 给 出 的 A(G)r 确实 是 描述 累积 平均 (Gyr 
的 图 中 所 显示 的 振荡 大 小 的 估计 值 . 


ASERI, 下 接应 用 这 种 类 型 的 分 析 方 法 并 不 总 是 能 可 靠 地 得 到 统计 
误差 . 当 轨 迹 在 可 及 位 形 空 间 中 缓慢 移动 , 或 者 轨迹 被 俘 陷 于 可 及 位 形 空 
间 的 一 个 子 空间 中 , 在 这 种 意义 上 系统 是 惰性 的 , 此 时 上 述 分 析 方 法 会 出 
现 问 题 . 这 种 展 性 行为 可 能 是 由 于 系统 的 物理 性 质 导 致 的 ,也 有 可 能 是 计 
算 轨 迹 所 采用 的 算法 所 导致 的 结果 . 在 轨迹 仅仅 在 可 及 位 形 空 间 的 一 个 子 
集中 抽样 这 个 准 各 态 这 历 的 (quasi-ergodic) 情况 下 , 我 们 可 以 想象 一 个 大 
的 努 鸡 将 系统 限制 在 这 个 区 域 里 . 当 系 统 是 惰性 的 时 , 轨迹 的 两 统计 独立 
部 分 之 间 的 时 间或 者 步 数 工 将 会 变 得 很 大 . 对 于 这 种 情况 , 人 们 可 能 会 误 
以 为 已 经 得 到 了 完美 的 统计 , 然而 事实 上 系统 仅 通过 了 允许 涨 落 的 一 个 子 
集 . 

这 种 统计 独立 性 的 检验 可 以 通过 计算 下 列 类 型 的 关联 函数 


(on -en (oem -en 
I 


并 将 该 量 的 平方 根 与 (GCG), 比较 而 得 到 . 然而 , 对 于 某 个 特定 的 性 质 G, 即 
使 该 比值 很 小 时 , 仍然 有 可 能 某 一 其 它 (BEB) 的 性 质 在 相继 的 增 量 之 间 有 
重要 的 关联 . 当 使 用 模拟 时 , 总 是 应 该 关注 这 些 想法 . 总 需要 一 定 程 度 的 
实验 以 表明 统计 结果 是 否 是 可 靠 的 . 尽管 各 种 迹象 可 能 很 令 人 信服 , 但 它 
们 决 不 是 决定 性 的 . 


练习 6.2 描述 一 个 模型 系统 , 你 可 以 设想 这 样 的 情形 , 粒子 的 牛顿 轨 
迹 是 准 各 态 遍 历 性 的 . 一 个 例子 可 能 是 填 入 固定 体积 和 亚 稳 态 晶 格 位 形 
的 圆 球 粒 子 系统 . 注意 , 如 果 容 器 的 体积 可 以 涨 落 和 变形 , 在 其 中 生成 的 轨 
迹 有 可 能 最 终 移 动 到 稳定 的 蝇 格 位 形 上 . 
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现在 我 们 来 考虑 产生 一 条 轨迹 的 规则 或 者 算法 . 这 种 算法 不 对 应 于 
真实 的 动力 学 . 然而 , 它 是 实现 通过 位 形 空间 的 无 规 行走 的 一 种 方法 . 进 一 
步 , 我 们 将 表明 在 没有 准 各 态 遍 历 问 题 的 前 提 下 , 对 这 些 统计 轨迹 的 平均 
确实 对 应 于 平衡 系 综 的 平均 . 这 种 方法 称 为 蒙特 卡 罗 方 法 . (这 个 名 字 的 来 
源 确实 与 使 用 随机 数 序 列 有 关 一 一 一 种 在 那个 欧洲 城市 ! 中 玩 轮 盘 赌 时 所 

! 即 摩洛哥 赌 城 蒙 特 卡 罗 . 一 一 译注 
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遇 到 的 那 种 类 型 的 序列 .) 

对 于 任 一 大 的 非 平 凡 系 统 , 可 能 位 形 的 总 数 是 巨大 的 天 文 数字 , 对 所 
有 这 些 位 形 作 直接 的 抽样 是 不 现实 的 . 民意 调查 者 们 想 要 估计 一 大 和 群 人 
的 爱好 时 会 遇 到 类 似 的 情形 . 在 这 种 情况 下 , 人 研究 者 们 设计 了 一 种 有 效 的 
方法 , 就 是 从 总 人 数 的 一 个 相对 小 但 是 有 代表 性 的 部 分 中 获得 估计 值 . Be 
特 卡 罗 计 算 也 是 如 此 . 通过 系统 完成 在 位 形 空 间 中 的 无 规 行 走 , 其 访问 各 
位 形 的 相对 频率 与 平衡 系 综 分 布 一 致 , 这 样 可 以 产生 代表 性 的 态 或 者 位 形 
的 一 个 抽样 . 对 于 一 个 仅仅 有 20 x 20 = 400 个 自 旋 的 小 二 维 伊 辛 磁体 , 总 
的 位 形 数 是 2400 > 101°. 3A if Se FE FE ol FE MD Hh Fe HL 108 个 位 形 就 能 
按 稼 规 处 理 这 样 的 系统 . 原因 在 于 , 是 依照 这 样 的 方式 设计 索 特 卡 罗 方 案 
的 , 轨迹 主要 探测 那些 统计 上 最 重要 的 态 . 这 240 个 态 中 的 绝 大 多 数 态 处 
于 能 量 极 遍 的 状态 , FERRE So TA PE MTN AA LRA iT, 因此 不 用 
对 它们 进行 抽样 .重要 性 抽样 (importance sampling) 这 个 词 用 来 描述 这 样 的 
方案 , 它 俩 问 于 探测 位 形 空 间 中 统计 上 重要 的 区 域 . 

因为 绽 特 卡 罗 过 程 并 不 是 真正 的 动力 学 过 程 , 我 们 有 很 大 的 灵活 性 
来 选择 实现 无 规 行走 的 特定 算法 . 在 这 里 , 我 们 将 针对 伊 辛 磁体 给 出 一 个 
合理 的 方法 . 我 们 先 赋予 系统 一 个 初始 位 形 . 然后 我 们 在 这 个 集合 中 随 
机 挑选 出 一 个 目 旋 . 目 旋 的 随机 选择 可 以 借助 于 伪 随 机 数 生 成 器 (pseudo- 
random number generator)( 一 种 算法 , 它 生 成 在 0 和 1 区 间 中 均匀 分 布 的 一 
长 串 随 机 数列 ) 完成 !. 由 于 这 N 个 自 旋 或 许可 以 用 s( (1 << N) 来 标 
id, 我 们 可 以 将 与 产生 的 随机 数 乘 以 N 最 接近 的 整数 选 为 工 来 指定 一 个 
Ae. 也 可 以 采用 其 它 的 方法 . 比方 说 , 在 二 维 伊 辛 模型 中 , 最 方便 的 标记 
方法 是 用 矢量 s(I, J) 来 标记 目 旋 , 其 中 1 < 7,J < VN. 在 该 情况 下 , 我 们 
可 以 生成 两 个 随机 数 xz 和 y, 并 且 分 别 用 与 VNz 和 VNy 最 接近 的 整数 作 
为 T 和 .J 

已 经 随机 选取 了 一 个 自 旋 , 我 们 接 下 来 考虑 新 的 位 形 v, 它 由 旧 位 形 
v 翻 巷 一 个 随机 选 定 的 目 旋 而 产生 . 比如 , v 一 v 可 以 对 应 于 : 

(--- ,1,—1,1,1,---) — (--,1,1,1,1,---) 


F 7 7 7 


pi Lick FE hY We 随机 选 定 的 自 旋 
改变 位 形 也 就 改变 了 系统 的 能 量 , 能 量 改 变量 为 
AE, = Ey — Ey. 


这 个 能 量 差 通 过 玻 尔 兹 曼 分 布 决定 了 各 个 位 形 的 相对 概率 , 通过 是 否 接受 
! 用 数字 计算 机 作为 标准 软件 和 /或 硬件 通常 可 得 到 伪 随 机 数 生 成 器 . 
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或 拒绝 向 新 位 形 的 移动 的 一 个 舍 取 判 据 , 可 以 将 这 个 概率 加 入 到 索 特 卡 多 
轨迹 中 

特别 地 , 如 果 能 量变 化 AB, 是 负 的 或 者 为 0, 就 接受 移动 , 即 系统 可 
以 变 到 新 的 位 形 . 然而 , 如 果 ALLL 是 正 的 , 我 们 就 在 0 和 1 之 则 抽取 一 个 
随机 数 zx, 仅 当 有 exp(—BAE,,) > x, 接受 移动 . 否则 , 在 下 一 步 中 系统 到 新 
位 形 的 移动 就 被 拒绝 . 换 句 话说 , 对 于 


y(t) =v, 


我 们 有 ， 
v(t+1) Sy, = By < 0 AY, 
以 及 当 Ako > 0 FY, 


t41) vy’, exp(—GAE,,) 2 x, 
I 一 
v, exp(—GAE,,) < x. 


我 们 将 这 个 过 程 重复 几 百 万 次 , 因而 形成 一 条 通过 位 形 空间 中 的 长 轨迹 . 

这 种 生成 轨迹 的 算法 常 称 为 米 特 罗 波 利 斯 (Metropolis) 蒙特 卡 罗 , 以 
对 科学 家 N. 米 特 罗 波 利 斯 , A. 罗 森 布鲁斯 (Rosenbluth), M. 47 44H E Wr 
(Rosenbluth), A. 泰勒 (Teller) 和 E. 泰勒 (Teller) 工作 的 认可 , 他 们 在 1953 年 
首先 发 表 了 这 种 类 型 的 计算 法 则 !. 很 容易 确证 这 种 过 程 的 确 提 供 了 计算 
平衡 统计 平均 的 一 种 方法 . 为 看 清 这 点 , 我 们 可 以 用 转移 概率 定 阵 来 解释 
这 个 过 程 . 这 就 是 , > 


如 果 按 照 与 该 比率 或 转移 佐 阵 相关 联 的 一 阶 动 力学 关系 , 我 们 有 方程 


Dy = > |- Wuv Dv + Wy'vPv'|; 
这 里 pu 给 出 了 轨迹 在 给 定 的 时 间 处 于 态 v 的 概率 .( 这 种 形式 的 动力 学 广 
程 第 称 为 主 方 程 (master equation).) 平衡 时 , Æ EM AZ pp ~O FFB 


if 


7 = exp(—BAE Ww): 


LN. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, E. Teller, Equation of 


State Calculations by Fast Computing Machines, Journal of Chemical Physics, 21 (6) (1953) 
1087, —— FETE 
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这 些 方程 给 出 了 细致 平衡 条 件 (condition of detailed balance) 


tp Ff į 
Der = © AE 
Wir u Pv 


只 要 轨迹 算法 服从 这 个 条 件 , 从 轨迹 中 得 到 的 统计 与 平衡 正则 系 综 的 那些 
统计 完全 一 致 . 在 米 特 罗 波 利 斯 算法 中 ， 


l, A Ep < Q, 
Wit OX 
exp(—BAEw), ABE, > 0. 


也 就 是 , 当 移动 引起 能 量 降 低 时 , 接受 移动 的 概率 为 1; 而 当 能 量 的 变化 为 
正 时 , 则 以 指数 概率 接受 移动 . (注意 : 均匀 随机 数 分布 与 玻 尔 效 曼 因子 的 
比较 产生 该 指数 概率 分 布 .) 给 定 了 ww 的 这 个 公式 , 显然 米 特 罗 波 利 斯 蒙 
特 卡 罗 方 法 将 形成 一 条 轨迹 , 它 按照 位 形 的 正则 玻 尔 效 曼 分 布 对 位 形 抽样 . 


练习 6.3 构造 并 描述 一 个 算法 , 它 使 用 一 个 随机 数 生成 器 并 对 伊 辛 
磁体 的 态 进行 抽样 . 态 的 抽样 与 下 列 分 布 一 致 


P, x exp(—GE, + €M,), 


RPM, 是 自 旋 位 形 为 v 的 伊 辛 模型 的 磁化 强度 . 
练习 6.4 描述 一 个 蒙特 卡 罗 算 法 , 对 具有 下 列 能 级 的 模型 的 正则 平 
衡 态 进行 抽样 


E, = —(J/100) > 3185; v = (81, 82,°': ,8N), 


tJ 
一 1]U 和 s; < 10. 


证 明 这 个 算法 确实 满足 细致 平衡 条 件 . 注意 , 当 构 建 此 算法 时 , 你 必须 指定 
尝试 移动 的 步 长 大 小 . 考虑 As; = si(t 十 1) 一 silt) 的 量 值 大 于 1 时 各 种 尝 
试 步 长 的 可 能 性 . 试 间 尝试 移动 的 平均 接受 率 是 否 依 赖 于 As; 的 平均 大 
小 ? 

本 章 末 尾 有 一 个 用 BASIC 语言 编写 的 针对 有 20 x 20 = 400 个 自 旋 的 
二 维 方 品格 伊 辛 磁体 的 蒙特 卡 罗 算 法 程序 , 它 使 用 了 由 IBM PC 计算 机 提 
供 的 随机 数 生 成 需 . 

图 6.3 显示 了 数 千 步 蒙特 卡 罗 轨 迹 的 演化 过 程 . 为 了 诠释 这 张 图 , 注 
意 到 使 用 了 周期 边界 条 件 . 当 温 度 低 于 临界 温度 (keTe/J = 2) 时 , 两 相 分 
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离 仍 然 保 持 稳定 . 但 除了 温度 很 低 的 情况 , 分 界面 以 不 定型 的 方式 明显 地 
涨 落 . 在 高 温 时 , 轨迹 迅速 移动 到 高 度 无 序 的 态 . 将 这 种 无 序 与 在 临界 温 
度 附 近 观 测 到 的 那些 涨 落 的 类 型 作 比 较 , 可 以 注意 到 在 了 = 人 下 附近 涨 落 
形成 的 图 案 与 温度 工 远 高 于 临界 温度 T 时 形成 的 图 案 有 很 大 不 同 . 研究 
空间 不 同 点 的 涨 落 之 间 的 关联 提供 了 一 种 量化 这 种 图 案 识别 的 方法 . 顺 
带 说 一 下 , 通过 一 个 蒙特 卡 罗 模 拟 轨迹 得 到 合理 的 统计 结果 , M MILF 4 


ia FE 初始 位 形 3000 次 称 动 之 后 


图 6.3 20x 20 FARM Ree EY PD Pe 
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的 移动 是 远 远 不 够 的 . 此 外 , 如 果 我 们 对 得 到 临界 涨 落 的 定量 结果 真正 感 
兴趣 , 400 个 目 旋 的 系统 是 太 小 的 系统 . 尽管 如 此 , 这 个 系统 足够 简单 , 可 以 
用 微型 计算 机 进行 检验 , 是 一 个 很 有 也 明和 意义 的 教学 工具 . 


练习 6.5 在 计 和 上 机 上 运行 这 个 蒙特 卡 罗 程 序 . 计算 自 旋 的 平均 值 (对 
轨迹 上 每 隔 一 百 步 ,程序 列 出 向 上 自 旋 的 分 数值 ), 证 明 当 温度 高 于 临界 值 
时 平均 自 旋 为 0, 并 通过 证 明 当 温度 低 于 临界 温度 时 平均 自 旋 不 为 0 来 显 
示 自 发 性 对 称 破 缺 现象 . 探讨 你 的 观 紧 结果 对 磁体 的 初始 位 形 (程序 中 已 
为 你 提供 了 初始 位 形 的 三 个 直接 选择 , 只 需 稍 作 修 改 就 能 扩大 这 种 变化 ) 
以 及 对 抽样 的 持续 时 间 的 依赖 关系 . 


86.3 ” 非 玻 尔 兹 曼 抽 样 


假设 对 能 量 为 ps" 的 系统 产生 一 条 蒙特 卡 罗 轨 迹 是 很 方便 的 , 但 我 
们 实际 上 对 有 下 列 不 同 能 量 关 系 的 一 个 系统 的 几 个 平均 值 感 兴趣 


E, = E® + AE,. 


例如 , BERTA 2 ap BT — AHE RER, E A  E Se Z e  B 
合 , 也 有 某 些 非 最 近邻 之 间 的 耦合 . 于 是 方便 的 轨迹 可 能 对 应 于 简单 伊 辛 
磁体 的 轨迹 , AE, 将 是 所 有 非 最 近邻 相互 作用 的 和 . 那么 , 我 们 该 如 何 从 方 
便 的 轨迹 去 进行 感 兴趣 的 平均 值 的 计算 ? 答案 可 以 从 如 下 玻 尔 兹 曼 因 子 
的 因子 化 中 得 到 ， 


ae—BE,. — o 一 BE .—BAEL 


利用 这 个 人 简单 的 性 质 , 我 们 得 到 
Q we > e AB = Qo `S p BEM ~AAE, /Qo 
=Qo 人 E, o; 


这 里 (…)o 表示 是 对 能 量 EL” MERRER. 在 第 5.5 节 考 虑 热力 
学 微 执 理论 方法 时 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 结果 . 由 于 玻 尔 效 曼 因子 的 因子 化 , 
我 们 可 以 得 到 一 个 类 似 的 结论 


(G) = > Got = So (Gve- eB) 


(Gre fA Eryo 
Perel 
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这 些 公式 是 称 之 为 非 玻 尔 座 曼 抽 样 以 及 伞 形 抽样 (umbrella sampling) 的 蒙 
特 卡 罗 过 程 的 基础 . 特别 地 , 因为 具有 能 量 EO 的 一 条 米 特 罗 波 利 斯 蒙特 
卡 罗 轨 迹 可 以 用 来 计算 记 为 (…), 的 平均 值 , 我 们 可 以 使 用 因子 化 公式 计 
算 (G) 和 (Qo/Q), 即使 使 用 Ey 的 抽样 与 玻 尔 兹 曼 分 布 e858 并 不 一 致 

在 这 方面 , 人 们 可 能 有 的 最 简单 的 想法 是 ,通过 取 ES” =0 从 In(Q0/Q@) 
计算 总 的 自由 能 . 然而 , 这 个 想法 通常 不 是 一 个 好 的 想法 , 因为 轨迹 将 是 无 
偏 的 , 在 探测 能 量 为 ,时 位 形 空间 的 不 可 及 区 域 时 , 轨迹 中 的 许多 部 分 可 
能 是 未 被 充分 利用 的 . 蒙特 卡 罗 方 法 的 特点 是 可 以 避免 这 种 无 效 的 探测 
当 参 考 能 量 或 者 未 被 扰动 的 能 量 Ey 产生 一 条 接近 于 能 量 , 的 轨迹 时 ， 
非 玻 尔 兹 曼 抽 样 是 非常 强 有 力 的 工具 . 


练习 6.6 者 虑 处 于 温度 了 丁 以 及 另 一 个 不 同 温度 T' HONE FB. 
证 明 两 者 的 单位 温度 自由 能 之 差 可 以 通过 对 处 于 两 个 温度 之 一 的 系统 的 
一 条 蒙特 卡 罗 轨 迹 求 下 列 量 的 平均 计算 出 来 


l 1 
Enp -E, (a - zr) 


JE DY OR 24 & A FE ZETA BR TA EE 4% S Ds e EBL, Re E R E i A 
事件 (rare events) 方面 也 可 以 是 非常 有 用 的 . 先 考虑 前 者 . 假定 有 一 个 大 的 
激活 势 爸 (activation barrier) 将 位 形 空 间 中 的 一 个 区 域 与 另 一 个 区 域 分 隅 
开 来 , 再 假定 这 个 势 侄 可 以 被 确认 并 且 位 于 一 个 位 形 或 一 组 位 形 上 . 于 是 ， 
我 们 可 以 建立 参考 系统 , FL A A IS ZH. B, 我 们 可 以 取 


EO) = Ep —V,. 


其 中 v, 在 E, APA KMRPRK, 而 在 其 它 地 方 等 于 零 . 基于 能 量 BO 
的 那些 轨迹 在 势 垒 区 域 中 确实 耗费 时 间 , 但 是 它们 也 会 从 势 圣 一 侧 穿 越 到 
另 一 侧 , 这 就 为 解决 准 各 态 遍 历 问题 提供 了 一 个 方案 . 

我 们 所 说 的 男 一 个 情况 发 生 在 当 我 们 对 相对 稀有 的 事件 感 兴趣 的 时 
候 . 例如 , 假定 已 知 nxn 集团 中 的 自 旋 完 全 排列 一 致 ,我们 想 要 分 析 其 周 
围 自 旋 的 行为 . 这 样 的 集团 确实 自发 形成 ,并且 它们 的 出 现 可 能 会 催生 某 
些 有 意义 的 事情 , 那么 在 蒙特 卡 罗 轨 迹 形成 的 过 程 中 , 这 种 完全 排列 一 致 
的 nxn 集团 的 自然 出 现 可 能 是 非常 稀有 的 事件 . 

练习 6.7 考虑 在 溶液 理论 中 遇 到 的 一 个 类 似 问 题 . 两 个 溶质 溶 于 400 
个 溶剂 分 子 的 液体 中 去 模拟 一 个 低 溶质 浓度 的 溶液 . 假设 这 两 个 溶质 之 间 
强烈 地 相互 作用 , 并 且 我 们 感 兴 趣 于 研究 这 些 相 互 作 用 , 因为 它们 由 溶剂 
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来 传递 . 然后 我 们 仅仅 对 溶质 之 间 相 互 接近 的 那些 位 形 感 兴趣 . dE A gh HH 
模型 并 估计 在 整个 系统 中 溶质 接近 到 一 起 的 可 及 位 形 的 分 数 (该 分 数 是 非 
第 小 的 一 个 数 ). 


对 这 些 黎 有 事件 我 们 是 如 何 得 到 有 意义 的 统计 的 , 而 设 有 急 更 时间 在 那些 
不 相关 的 尽管 是 可 及 位 形 上 的 ? FRU F: 
生成 一 条 非 玻 尔 效 曼 抽 样 的 索 特 卡 罗 轨 迹 , 其 能 量 为 


EY = E, + W,, 


这 里 W, 对 有 意义 的 那些 类 别 的 位 形 为 等 , 在 所 有 其 它 类 别 的 位 形 , W, 很 
K. 这 样 的 能 量 WL 于 是 称 为 人 形势 (umbrella potential). EIERE FY 
委 迹 偶 倚 于 仅 对 有 意义 的 黎 有 位 形 进行 抽样 . 以 这 种 方式 进行 的 非 玻 尔 
效 受 抽样 称 为 伞 形 抽样 . 

为 了 说 明 这 种 方法 , 我 们 在 本 节 的 余下 部 分 考虑 自由 能 函数 AM) 的 
计算 (参见 第 5.3 节 ). 对 伊 壮 磁体, 该 隧 数 定义 为 


N 
exp |-BA(M)| = yA (m 一 nds] exp (—GE,), 


其 中 A(x) E wE Abe (Kronecker) 5 A žir ( 当 z=0 时 图 数 值 为 1, 否则 函数 
(E 0). 即 exp[ 一 BA(M)] ENA REJEA M 的 那些 态 的 玻 尔 效 曼 加 权 
和 . 显然 


exp -BA(M)| x P(M) = (a (m = > ) | 


其 中 P(M) 是 观察 到 伊 辛 磁体 的 磁化 强度 为 M 的 概率 .| 在 无 限 大 系统 的 
极限 下 , 不同 M/p 值 之 间 的 整数 间隔 与 Mp 的 在 -NN BIN 之 间 的 总 范围 
相 比 变 为 无 限 小 的 间隔 . 在 这 个 极限 下 , 克 罗 内 克 8 函数 可 以 用 狄 拉 克 8 
PA tN 2, 因而 PIM) 将 才 是 一 个 概率 分 布 . 

在 关于 AM) 的 直接 计算 中 , 人 们 将 分 析 一 条 蒙特 卡 罗 轨 迹 中 一 给 定 
磁化 强度 的 态 所 历经 的 次 数 . 通过 这 样 的 分 析 得 出 的 频率 分 布 和 P(M) 成 
正比 , 其 对 数 确定 AM). 在 多 数 情况 下 , 这 样 一 种 计算 过 程 是 完全 令 人 满 
意 的 . 然而 , 如 果 我 们 考虑 对 称 性 破 缺 的 情形 (BN 4 T < T, WY), 并 且 想 要 对 
一 个 比较 大 的 M 值 的 范围 计算 AM), 我 们 立即 会 遇 到 一 个 严重 的 问题 
特别 地 , XF T <T., AM) 是 M 的 一 个 双 稳 函数 , 并 且 对 于 一 个 大 的 系 
统 , 与 M x Nmu (这 里 mp 是 每 个 自 旋 的 自发 磁化 强度 ) 的 那些 态 相 比 ， 
绝 大 多 数 态 有 可 以 忽略 不 计 的 统计 权重 . 例如 , 即使 对 于 有 20 x 20 = 400 
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自 旋 这 样 相 对 小 的 系统 , 在 ksT/J ~ 1 时 , 表面 能 约 为 10KeT, 因而 M = 0 
态 的 概率 大 约 仅 为 那些 具有 对 称 性 破 缺 态 的 概率 的 exp(—10). 因此 , 历经 
M = 0 的 态 是 稀有 事件 , 正 因 如 此 , 对 这 些 稀有 历经 的 区 域 将 得 到 相对 比 
较 差 的 统计 . 

然而 , 伞 形 抽样 的 方法 可 以 避免 这 个 困难 . 我 们 选取 一 组 从 形势 或 者 
窗口 势 


村 
Vi =0， 当 AM - > < 22 < M; +> =o, 其 它 情 况 . 

对 这 些 势 中 的 每 一 个 , 也 即 对 每 一 个 Mi, 均 进 行 一 次 模拟 . 在 每 个 窗口 内 ， 
对 频率 分 布 的 分 析 用 以 确定 磁化 强度 在 M; - > 到 M; + 5 范围 内 的 概率 . 
当 磁 化 强度 的 整个 范围 均 以 这 种 方式 研究 后 [这 需要 最 少 (Nj/w) 次 的 独 
立 模 拟 ], 通过 要 求 P(M) 和 ACM) 这 些 函 数 中 的 后 者 在 从 一 个 窗口 变 到 下 
一 个 窗口 时 是 连续 的 函数 , 整个 PIM) 并 因而 ACM) 就 可 以 确定 了 . 这 里 ， 
注意 到 通过 这 个 过 程 , AM) 在 每 个 窗口 中 在 相差 一 个 可 加 常数 的 意义 上 
被 确定 了 . 这 个 常数 的 存在 (该 常数 从 一 个 窗口 到 下 一 个 窗口 必须 进行 调 
整 ) 是 这 样 的 事实 的 一 个 结果 , 即 频率 分 布 在 相差 一 个 归 一 化 常数 时 确定 
了 每 个 窗口 中 的 概率 

图 6.4 是 这 个 过 程 的 示意 图 . 图 (a) 显示 了 一 个 窗口 势 ;(b) 和 (c) 分 别 
描述 了 一 组 概率 和 自由 能 4A(M) = -8-!In P(M), 它们 是 在 理想 情形 下 从 
各 窗口 所 得 到 的 ; 图 (d) 示 出 了 一 条 连续 曲线 , 它 是 在 假定 各 个 窗口 与 其 
相 邻 窗口 有 公共 点 的 情况 下 连接 各 个 区 域 的 A(M) 得 到 的 . 

考虑 这 个 过 程 的 一 种 途径 是 , 通过 从 一 个 窗口 到 下 一 个 窗口 的 移动 ， 
人 们 驱动 系统 可 道 地 通过 各 个 相关 的 态 . 它 是 “可 道 的 ”, 这 是 因为 在 每 个 
窗口 内 , 对 所 有 态 或 者 涨 落 按 照 玻 尔 兹 曼 分 布 进行 抽 样 . 只 要 在 每 个 窗口 
中 A(M) 的 变化 不 超过 1 或 2kpT, 人 们 应 该 能 够 (在 足够 长 的 轨迹 上 ) 在 
每 个 窗口 中 精确 地 抽取 统计 量 . 令 r 表示 在 每 个 窗口 内 获得 这 样 的 统计 
量 所 需要 的 计算 机 时 间 . 那么 ,确定 AM) 的 总 计算 时 间 就 是 nr, 这 里 nn 是 
跨越 M 的 总 范围 所 需 的 窗口 数 . 注意 到 ! 


TO wr. 


因此 , 通过 伞 形 抽样 方法 来 确定 4(M) 所 需 的 总 计算 时 间 为 


tcpu X nw”. 


:在 建立 该 正比 性 的 论证 中 , 要 求 我 们 知道 下 列 结 果 : 在 随机 游 动 或 扩散 过 程 (例如 
ac fF RY) 中 , 在 时 间 上 中 通过 的 方 均 距 离 正 比 于 上 在 第 八 章 我 们 将 讨论 扩散 运动 . 
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M 
ry fH 


图 6.4 使 形 抽 样 方法 


现在 , 如 果 我 们 不 使 用 这 种 方法 , 需要 花费 多 长 时 间 呢 ? 作为 一 个 下 限 , 我 
们 假定 A(M) 在 M 的 整个 范围 内 的 改变 不 超过 几 个 kpT . 这 个 范围 的 大 
小 为 nw. 因此, 对 这 个 范围 抽样 的 时 间 正 比 于 (nw)? = ntcpu. 所 以 , 没有 
窗口 时 的 计算 时 间 将 是 有 nn 个 窗口 时 的 计算 时 间 的 n 售 . 当 MM 的 范围 内 
有 相对 高 的 ACM) 值 并 从 而 有 相对 低 的 概率 时 , 金 形 抽样 的 优点 ( 即 较 小 
的 计算 时 间 ) 当然 比 这 个 更 大 . 


练习 6.8 这 个 论证 可 能 暗示 , 通过 选取 非常 狭窄 的 窗口 将 得 到 极限 
效率 . 为 什么 这 种 论证 是 不 正确 的 ? | 提示: 考虑 蒙特 卡 罗 轨 迹 中 步 的 接 
受 率 . 


已 经 修改 了 400 自 旋 伊 辛 磁体 的 BASIC 程序 用 来 进行 锌 形 抽 样 计 算 
A(M). 图 6.5 呈现 了 用 这 种 方法 得 到 的 一 些 代 表 性 的 结果 . 

这 个 计算 采用 的 窗口 宽度 为 404, 即 在 M = 0 8| M = 400p 之 间 使 用 
了 10 个 窗口 . 在 每 个 窗口 中 , 生成 了 长 轨迹 . 这 里 的 算法 和 第 6.2 节 给 出 
的 程序 是 相同 的 ,除了 使 用 了 一 个 附加 的 舍弃 判 据 (rejection criteria). 特别 
是 , 如 果 总 的 磁化 强度 ws; 落 在 指定 的 窗口 之 外 , 移动 将 被 拒绝 . 否则 ， 
a HX Fl] (acceptance-rejection criteria) 与 米 特 罗 波 利 斯 方案 完全 相同 . 在 图 
中 所 提 及 的 “迭代 (pass)” 数 指 的 是 在 每 个 窗口 中 生成 的 轨迹 的 长 度 . 一 次 
迭代 表示 N = 400 次 的 尝试 移动 . 因此 , 100 次 迭代 指 的 是 一 条 40000 步 的 
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轨迹 . 从 这 个 轨迹 获得 的 统计 显然 没有 从 5000 次 迭代 得 到 的 统计 那样 好 . 


BA(M) 
20 


2D 磁体 ，N=400 
er) 52 ji 每 窗口 5000 wE AR 


yj | 每 窗口 100 次 迭代 \ 


/ 
j \ 


| |- 一 一 窗口 宽度 
一 1.0 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 ().4 0.6 0.8 1.0 


图 6.5 伞 形 抽样 方法 计算 的 AM) 


在 结束 这 一 节 之 前 , 考虑 我 们 已 经 计算 出 的 自由 能 AM) 的 定性 行为 
是 非常 有 趣 的 . 通过 观察 图 6.5, 我 们 发 现 计算 确 实 显 示 了 存在 M AO 
稳定 态 这 个 破 缺 对 称 性 的 特征 , 进一步 , 我 们 发 现势 拿 非 常平 坦 , A BARE H 
Be AS. 你 能 预言 这 些 特征 是 如 何 依 赖 于 系统 的 大 小 的 吗 ? 首先 让 我 们 考虑 
RES. 如 果 将 64(M) 看 成 MANA 的 函数 作 图 , 则 94(M) 的 最 小 值 将 随 
着 N 的 增加 而 变 小 . 原因 是 , 对 于 稳定 态 之 一 , 势 阱 的 宽度 确定 了 序 参 数 
的 自发 涨 落 的 典型 大 小 , 并 且 因为 ((5M) = a M/Nu 的 方 均 根 涨 落 
是 1/VN 的 量 级 . l 

现在 , SEF ay Wi ESA A O a WE? 这 里 , 随 着 N 增加 , 如 图 6.5 
HR Er Uk ay Ae A TE SG a TC EPH. 这 种 预测 背后 的 分 析 推 理 集 中 于 
形成 表面 和 表面 激发 的 能 量 关 系 一 一 这 作为 疑问 留 给 学 生 思 考 .( 提 示 : 首 
先 考虑 将 有 序 伊 痒 磁体 的 一 个 区 域 改 变 为 相反 目 旋 的 区 域 所 涉及 的 能 量 . 
要 做 到 这 一 点 , 必须 产生 一 个 表面 , 而 净 磁 化 强度 的 大 小 将 会 降低 . 其 次 ， 
考虑 进一步 降低 M 所 需 的 表面 激发 的 能 量 .) 


86.4 ”量子 蒙特 卡 罗 方 法 
在 第 5.8 节 , 我 们 介绍 了 离散 量子 路 径 的 概念 , 并 说 明了 在 这 种 表述 
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F, 量子 力学 是 如 何 与 多 自由 度 离散 经 典 系统 中 对 涨 落 的 玻 尔 兹 曼 加 权 抽 
样 同 构 的 . 由 于 这 样 的 抽样 可 以 通过 去 特 卡 罗 方 法 实现 , 这 种 映射 为 进行 
量子 蒙特 卡 罗 计 算 黄 定 了 基础 . 在 本 节 中 处 理 的 这 种 特定 方法 通常 完整 
地 称 为 路 径 积 分 量子 蒙特 卡 罗 方 法 (path integral quantum Monte Carlo), 以 
区 别 于 用 来 生成 苹 定 词 方程 数值 解 的 许多 其 它 索 特 卡 罗 抽 样 方案 . 路 径 积 
分 蒙特 卡 罗 方 法 是 研究 非 零 温度 量子 系统 所 选取 的 方法 . 

通过 只 考虑 一 个 模型 与 高 斯 涨 落 场 耦 合 的 二 态 量子 系统 , 我 们 将 
讨论 保持 在 一 个 相对 简单 的 水 平 上 . 这 个 模型 已 在 第 5.8 节 和 练习 5.26 中 
考察 过 , 它 是 可 以 进行 解析 分 析 的 系统 . 将 精确 地 解析 处 理 与 量子 过 特 卡 
罗 过 程 进 行 比较 ,可 以 作为 又 特 卡 多 抽 梓 是非 浓 便 利 的 方法 的 一 个 有 用 说 
HH. 

按照 在 第 5.8 节 和 练习 5.26 中 给 出 的 对 模型 的 分 析 , 量子 涨 落 是 由 下 
列 分 布 进行 抽样 的 

W (u1, up; E) x exp|.Y% (Ui, upé), 

其 中 


P P 
6E2 Ba 1 /BA 
xe = BE 十 p” a T = 5 In P ; Ujuy+1- 


i=] 
这 里 ， 
tie = xl 
指定 了 量子 路 径 上 第 i 个 点 量子 系统 的 态 , AP 个 这 样 的 点 , 并 且 周 期 性 
要 求 upp = uy. 正如 第 5.8 市 中 提 到 的 , 参数 六 和 A4 分别 对 应 偶 极 和 矩 的 大 
小 和 二 态 系 统 的 隧 穿 分 裂 的 一 半 . 电场 8 是 一 个 在 —00 到 co 之 间 变 动 的 
连续 变量 . 但 由 于 o 是 有 限 值 , & 值 的 大 小 相当 和 常见 地 接近 于 Vo/B. 

E S 常 称 为 作用 量 (action). 它 是 量子 路 径 上 PS (u, ,up) 的 
KAL 在 路 径 上 点 的 数目 趋向 无 穷 大 , 即 P 一 oo 的 连续 极限 下 , 量子 路 径 
的 离散 表示 变 为 精确 的 . 在 这 种 极限 下 , 路 径 从 已 个 变量 即 wl 到 wp 的 一 
个 集合 变 为 一 个 连续 变量 的 函数 . 于 是 作用 量 为 一 个 其 值 依赖 于 田 数 的 
量 , 这 样 的 量 称 为 泛 函 (functional). 

在 本 章 末 给 出 了 用 BASIC 语言 编写 的 可 在 IBM 个 人 计算 机 上 运行 的 
计算 机 程序 , E h F IEE Ah FE m E B BOR W (wi,… pups &): 由 一 个 
给 定 的 位 形 开 始 . 随机 指定 wi 到 wp 以 及 8 这 P+1 个 变量 中 的 一 个 变量 ， 
并 且 改 变 这 个 指定 的 变量 . 例如 , 如 果 这 个 变量 是 wi, 改变 对 应 于 wi 一 一 ui. 
男 一 方面 , 如 果 所 指定 的 变量 是 场 8, 那么 这 种 变化 是 8 一 8+ AE, 这 里 
AE 的 大 小 是 从 依 助 伪 随 机 数 生 成 器 产生 的 连续 数 集 合 中 随机 抽取 的 . 
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这 种 变化 是 引起 作用 量变 化 A.Y 的 变量 之 一 . 例如 , 如 来 ui 一 一 ui, A 
人 
AS =F (u a i a a t e) 


HE 3 Ph AE E FR R BY) BG R 2 E A TF exp (A7) 和 从 在 0 BI 1 Za] AY By Ay 
分 布 中 所 取 的 一 个 随机 数 > 相 比 较 . 如 果 


exp (A.F) > T, 


则 这 个 移动 被 接受 . (注意 , 如 果 AY > 0, 则 不 需要 明确 地 比较 , 因为 在 这 
种 情况 下 exp (A.F) >1.) 然而 , WA 


exp (AF) <T, 


移动 被 拒绝 . 一 个 被 接受 的 移动 意味 着 系统 的 新 位 形 是 变化 了 的 位 形 . 一 
个 锌 拒绝 的 移动 意味 看 系统 的 新 位 形 与 原来 的 位 形 相 同 . 

与 第 6.2 节 中 所 研究 的 伊 六 模型 一 样 , 对 蒙特 卡 罗 步 (step) 的 这 种 
标准 米 特 罗 流利 斯 过 程 一 按 叉 一 近 地 重 复 产 生 一 条 轨迹 , 它 按照 统计 权 
W (u, up; E) 对 位 形 空 间 进 行 抽样 . 通过 对 这 些 轨迹 求 性 质 的 平均 得 
到 的 典型 结 来 示 于 图 6.6 中 . 图 中 所 考虑 的 特殊 性 质 是 溶剂 化 能 (solvation 
energy), 它 对 应 于 电场 和 量子 个 极 算 之 间 的 耦合 的 平均 值 , 即 


| P 
Faoly = (3 meu) 
图 6.6 DLA SOR Say carte, 因为 它 取决 于 有 限 的 模拟 步 数 以 及 有 限 的 离 
MUP RA. 在 这 两 种 情况 下 , 只 有 当 这 两 个 数 趋 于 无 穷 时 原则 
上 才能 获得 精确 的 结 采 . 
注意 该 模型 由 两 个 无 量 纲 量 所 完全 表征 : 约 化 温度 倒数 


B= 8A 
和 局 域 化 参数 
_ 


正如 第 五 章 所 讨论 的 , 当 工 > 1 时 该 模型 显示 出 局 域 化 的 类 相 变 行为 . 在 
练习 6.14 P, 要 求 你 运行 量子 蒙特 卡 罗 程 序 , 并 尝试 观察 这 个 现象 
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P=32 的 路 径 
积分 蒙特 卡 罗 


1.0 10,000 20,000 30,000 40,000 
ae ty RP PE 一 一 一 一 


图 6.6 按 路 径 积 分 量子 索 特 卡 罗 计 算 的 溶剂 化 能 的 累积 平均 


练习 6.9 证 明 在 这 个 模型 中 平均 耦合 能 的 精确 结果 由 下 式 给 出 : 
-BA 人 de-5S Lp? sinh(BV 1+ E) 
a 
/ dge BF /2 页 cosh( 8V 1+ E) 


一 CO 


本 章 末 给 出 了 在 量子 路 径 上 对 P= 32 个 点 产生 这 些 结 果 的 计算 机 程序 . 
附加 练习 


对 于 那些 需要 统计 累积 的 问题 ,你 可 能 想 用 一 个 编译 过 的 BASIC 
程序 , 或 者 重 写 程序 以 在 比 IBM 个 人 计算 机 更 快 的 计算 机 上 运行 . 还 
要 注意 的 是 ,IBM 个 人 计算 机 所 载 的 最 大 整数 是 32767. 因此 , 当 在 那 种 
机 器 上 运行 宏大 的 项 目 时 , 你 将 要 改变 步 长 计数 器 来 列 出 数 百 次 的 移 
动 而 不 是 单一 的 移动 . 
6.10. 对 一 个 有 20 x 20 = 400 自 旋 并 有 具有 周期 性 边界 条 件 的 二 维 伊 辛 磁体 
构建 米 特 罗 波 利 斯 蒙特 卡 罗 程 序 . 运行 程序 并 从 轨迹 中 收集 统计 数据 
分 析 自 旋 统 计 . 尤其 是 , 计算 
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并 且 对 自 旋 i 和 j 了 之 间 的 各 种 间隔 计算 关联 函数 


(8i8;) {81) (87) 一 一 im (x S Hsin ) — (0 . 
T 


J im 


这 里 Yn OO) R P l fem Zi oh HH ifo j Zi eR 
相同 的 所 有 自 旋 对 的 求 和 , Nij 是 晶 格 中 这 样 的 自 旋 对 的 总 数 . 对 在 临 
界 点 之 上 以 及 之 下 的 温度 进行 这 些 计 算 . 尝试 证 明 在 临界 点 附近 长 程 
关联 以 及 在 临界 温度 以 下 自发 对 称 性 破 缺 的 存在 . 

6.11. 考虑 存在 附加 外 场 的 二 维 伊 辛 模型 , 附加 场 的 能 量 为 


N 
》 hy Si， 


i=] 
其 中 对 位 于 方 晶 格 首 行 左 半 部 分 的 自 旋 hi = +h, 对 方 唱 格 首 行 左 半 
部 分 的 自 旋 hi = 一 h, 对 所 有 其 它 位 置 h; = 0. 对 于 足够 大 的 及 以 及 
T<T 的 情况 , 这 个 场 将 使 界面 偏向 于 接近 方 唱 格 的 中 部 和 边 列 的 位 
Š. 

(a) 修改 附录 中 给 出 的 蒙特 卡 罗 程 序 使 它 包 含 上 述 外 场 , 并 使 用 
修改 后 的 程序 观察 界面 的 涨 落 . 

(b) 利用 修改 的 蒙特 卡 罗 程 序 , 在 一 个 远 低 于 人 的 温度 (例如 人 = 
=e), 确定 处 于 方 晶 格 左右 列 之 间 的 中 间 列 (BP 20 x 20 HHA HY HF 10 列 ) 
上 的 自 旋 对 的 自 旋 - 自 旋 关联 函数 ， 

(c) 进行 与 (b) 相同 的 蒙特 卡 罗 计 算 , 但 现在 是 对 从 左 数 第 五 列 上 
的 É ae 对 

(d) 画 出 (b) 和 (c) 中 得 出 的 (sisj;) 一 (si)(s;) 随 自 旋 之 间距 离 变 化 
的 函数 图 形 . 对 你 的 观察 进行 评析 . 如 果 系 统 的 大 小 变 成 一 个 40 x 40 
Waa 4S, 并 且 抽 样 的 列 数 分 别 变 为 第 10 列 和 第 20 列 , 所 得 的 结果 将 如 
何 变化 ? 

6.12. 你 的 计算 机 中 包含 能 够 产生 均匀 分 布 在 0 和 1 之 间 的 (近乎 ) 随机 数 
序列 工 的 伪 随 机 数 生 成 器 . 设计 一 个 算法 , 它 使 用 该 随机 数 生 成 器 产 
生 随 机 数 的 一 个 部 斯 分 布 . 高 斯 分 布 为 : 


€ é BY JL 4S $B A 
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1 
(x*) T Dey’ 
(2*) = 3(2°)°. 
研究 你 的 算法 可 以 再 现 这 些 甜 所 要 求 的 数值 精度 和 收敛 性 . (注意 , 有 
多 种 方法 可 以 计算 出 该 练习 . 一 种 方法 使 用 类 似 于 米 特 罗 波 利 斯 蒙特 
卡 罗 算 法 的 舍 取 过 程 . 另 一 种 可 能 更 为 有 效 的 过 程 采 用 变量 变换 的 方 
法 .) 


6.13. 在 蒙特 卡 罗 轨 还 中 , 每 一 个 成 功 的 移动 一 般 米 说 有 两 步 . 第 一 阶段 是 


讲 行 一 个 试探 性 的 移动 ,第 二 阶段 是 测试 以 查看 是 否 应 该 接受 该 移动 . 
因此 , 转移 概率 tw 可 以 写 为 


Woy! = Toy X Avy’, 
其 中 
Tut = 在 一 给 定 的 步 中 ,如果 系统 处 于 态 yw， 
它 将 试探 性 地 转移 到 态 的 概率 ， 
以 及 
Aw = RRR CR EIRP EWM A vF) 的 转移 ， 
则 移动 将 被 接受 的 概率 ， 
(a) 给 出 ay 的 一 个 任意 形式 , BAY, HBA, 它 使 系统 保持 细 
致 平衡 , FL Aw 与 Arr 中 有 且 仅 有 一 个 等 于 1, 而 不 是 两 者 均 
等 于 1 
(b) 考虑 这 样 的 系统 , 它 有 如 下 能 级 
B= (v+3). ,为 整数 
EL 4% 43 HEE A 


p v=v+i, 
Typ! = ; 
l-p, v=v-l, 


MAMARE v Fv, tw =0. 如 果 系 统 处 于 态 v, 它 将 有 一 定 的 概 
率 不 发 生 转 移 , 找 出 使 该 概率 有 最 小 值 的 p 值 .p 的 一 个 好 的 选择 将 使 
该 概率 为 0, 在 这 种 情况 下 任何 移动 均 将 被 接受 . 诸如 这 样 的 方案 在 蒙 
特 卡 罗 计 算 中 经 常 使 用 , 因为 它们 保持 系统 持续 移动 , 因而 减少 了 得 
H RAF RAT HHH AKAM. 这 种 特定 的 方法 是 一 种 称 为 “ 力 偏 倚 ” 
蒙特 卡 罗 或 者 “灵巧 ”蒙特 卡 罗 方 案 的 简化 版 本 . 


附加 练习 163 


6.14. 考虑 在 第 5.8 节 和 6.4 节 中 讨论 的 与 高 斯 电场 8 耦合 的 二 态 量子 系 
统 , 并 设想 施加 一 个 无 涨 落 静态 场 pp. TH, BHM TH 
2 


E 
H = Ky — ME + bapp) + <-> 


其 中 


以 及 


eA. 1 以 及 都 是 第 数 . 
(a) 证 明 该 系统 的 平均 偶 极 和 矩 (m) 由 下 式 给 出 : 


[~ dé exp(—B& /2L) sinh(BE)(@ + @app)/E€ 
(m) = >_> 
J de exp(—B &? /2L) cosh(B€) 
HP € = [14+ (+ Fapp)"], Fapp = (u/A)Oapp, B = GA AR L=op2/A. 
(b) 对 (a) 中 的 积分 进行 数值 计算 并 说 明 图 6.7 中 (m) 的 行为 . ( 注 
©, 当 有 一 co 时 , 该 积分 可 以 用 最 陡 下 降 法 解析 地 求 出 .) ER, 对 于 
L>1, 当 一 o0 时 系统 会 显示 局 域 化 相 变 . 这 种 现象 在 第 5.8 节 和 练 
习 5.26 中 进行 过 讨论 . 
(c) 修改 第 6.4 节 中 给 出 的 蒙特 卡 罗 程 序 来 研究 这 种 局 域 化 现象 . 
特别 地 , 尝试 通过 对 蒙特 卡 罗 轨 迹 求 平均 再 现 图 中 给 出 的 结果 . 

6.15. 设计 并 实施 一 种 方法 , 通过 蒙特 卡 罗 方 法 来 计算 与 高 斯 电场 耦合 的 
二 态 量 子 系统 的 溶剂 化 自由 能 . [提示 : 你 需要 在 保持 其 它 参 数 不 变 时 
计算 各 种 偶 极 答 量 值 凡 下 的 溶剂 化 能 Esolve.] 比较 蒙特 卡 罗 方 法 得 到 
的 结果 和 计算 下 列 一 维 数 值 积 分 得 到 的 精确 结果 : 


十 Ge 
Q= 24/n) | dé exp(—8& /2L) cosh(By 1 +2). 
6.16. 修改 400 目 旋 伊 首 模型 的 蒙特 卡 罗 程 序 , 进行 第 6.3 节 中 所 描述 的 


A(M) 的 伞 形 抽样 计算 . 完成 各 种 温度 下 的 这 种 计算 , 并 用 AM) 取 最 
小 值 时 的 M 值 作为 自发 磁化 强度 的 估计 值 . 将 这 样 得 到 的 结果 与 无 
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0.5 


HARM )/ 


—1.0) 


0 0.4 0.8 
外 加 场 /Eapp/ A 一 一 


图 6.7 量子 涨 落 偶 极 算 的 局 域 化 


限 正 方 二 维 伊 辛 模 型 的 自发 磁化 强度 的 精确 解 进行 比较 . 精确 的 结果 
(最 先 由 杨振宁 在 20 世纪 50 年 代 给 出 导出 过 程 !) 为 


A 0, 1 > Irz, 
m(T) = 2\1/4 2 | .4\1/8 2\—1/2 
(1 + 27)1/4(1 — Gz? + 2491/81 — 22) 1/2, T < T,, 


其 中 z= exp(—28J), Te SMF z = V2-1. 
参考 文献 


文献 中 包含 了 对 吉 特 卡 轩 方 法 有 用 的 几 篇 评述 , 例如 : 

K. Binder, in Monte Carlo Methods in Statistical Physics, ed. by K. Binder (Springer- 
Verlag, N. Y., 1979). 

K. Binder, in Applications of the Monte Carlo Method, ed. by K. Binder (Springer- 
Verlag, N. Y., 1983). 

J. P. Valleau and S.G. Whittington, in Statistical Mechanics Part A, ed. by B. J. 
Berne (Plenum, N. Y., 1977). 

J. P. Valleau and G. M. Torie, 同上 . 
有 关 和 蒙特 卡 罗 方 法 的 进一步 讨论 以 及 为 微机 设计 的 软件 可 在 下 列 文献 中 找到 |: 


5. E. Koonin, Computational Physics (Benjamin-Cummings, Menlo Park, Calif., 


'C. N. Yang,The Spontaneous Magnetization of a Two-Dimensional Ising Model, Phys. Rev., 
85 (1952) 808. 一 一 译注 
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1986).” 
Koonin 也 给 出 一 个 附录 , 概要 介绍 了 Basic 语言 . 

我 们 没有 讨论 分 子 动力 学 , 关于 这 个 技术 的 两 篇 评述 文章 是 

A. Rahman, in Correlation Functions and Quasi-Particle Interactions in Condensed 
Matter, ed. by J. W. Halley (Plenum, N.Y., 1978). 

I. R. McDonald, in Microscopic Structure and Dynamics of Liquids, ed. by J. DuPuy 
and A. J. Dianoux (Plenum, N.Y., 1977). 

利用 并 观察 本 章 描 述 的 蒙特 卡 罗 程 序 生 成 的 轨迹 有 助 于 发 展 对 一 个 两 相 系 统 中 
Te HE IA AY EERE AI H WE REJJ, 这 些 涨 落 有 时 称 为 界面 波 (capillary waves). 利用 品格 气 
体 和 伊 辛 模型 的 蒙特 卡 罗 模 拟 来 处 理 表面 涨 落 的 内 容 可 在 下 列 书 中 找到 ， 

S. K. Ma(5 EË), Statistical Mechanics (World Scientific, Philadelphia, 1985). 


! 中 译本 ,计算 物理 学 , 秦 克 诚 译 , 高 等 教育 出 版 社 ,1992.1990 年 该 书 出 版 了 Fortran 版 
本 ,S. E. Koonin, D. C. Meredith, Computational Physics — Fortran Version (Addison-Wesley 
Pub. Com., 1990). 一 一 译注 
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附 条 


二 维 伊 辛 模型 的 蒙特 卡 罗 程 序 ? 


10 DEFINT A,5,1,J,K,M,N 

20 DIM A(22,22) ,SUMC(S) ,KI(5) ,KJ(5) 

30 ON KEY(1) GOSUB 40 

40 ICOUNT=0 *initialize counter 

50 CLS:KEY OFF 

60 LOCATE 25,50: PRINT"-PRESS Fi TO RESTART-" 

70 COLOR 15,0: LOCATE 2,15: PRINT "MONTE CARLO ISING MODEL " 

80 COLOR 7: PRINT:PRINT "Monte Carlo Statistics for a 20X20 ISING MODEL with" 

90 PRINT " periodic boundary conditions." 

100 PRINT: PRINT" The critical temperature is approximately 2.0." 

110 PRINT:PRINT "CHOOSE THE TEMPERATURE FOR YOUR RUN. Type a number between " 

120 INPUT" 0.1 and 100, and then press ‘ENTER’.",T 

130 IF T<.1 THEN T=.1 ELSE IF T>100 THEN T=100 

140 PRINT ">>>>> temperature=" T: T=1/T 

150 KEY(1) ON 

160 PRINT:PRINT "DO YOU WANT TO STUDY THE CORRELATION FUNCTION (Y OR N)?" 

170 CORS=INPUT$(1) 

180 IF COR$="y" THEN COR$="Y" 

190 IF COR$="Y" THEN PRINT ">>>> correlation data will be shown" ELSE PRINT 
">>>> no correlation data will be shown" 

200 PRINT:PRINT "PICK THE TYPE OF INITIAL SPIN CONFIGURATION" 

210 PRINT,"TYPE c FOR ‘CHECKERBOARD’ PATTERN, OR" 

220 PRINT,"TYPE i FOR ‘INTERFACE’ PATTERN" 

230 PRINT,"TYPE u FOR ‘UNEQUAL INTERFACE’ PATTERN" 

240 X$=INPUTS$(1) 

250 IF X$="C" OR X$="c" GOTO 370 

260 IF X$="u" THEN X$="U" 

270 IF X$="i" THEN X$="I" 

280 IF X$="I" OR X$="U" THEN 290 ELSE 210 :ROUTING TO PROPER INITIAL SETUP 

290 CLS ‘initial INTERFACE setup 

300 IF X$="U" THEN MAXJ=14 ELSE MAXJ=10 

310 FOR I=0 TO 22 

320 FOR J=0 TO MAXJ: A(I,J)=+1: NEXT 

330 FOR J=MAXJ+1 TO 22: ACI,J)=-1: NEXT 

340 A(I,0)=-1: ACI,21)=1: 

350 NEXT 


LAS Ee LA Re — ie Pr BAY BT AAA FAR FR: http: / /gold.cchem.berkeley.edu/ Pubs / 
IMSM/IMSM.html FETE 
2 该 程序 由 Elaine Chandler 编写 . 


360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
200 
510 
920 
530 
540 
050 
560 
of0 
580 
590 
600 
610 
620 
630 
640 
650 
660 
670 
680 
690 
TOQ 
710 
T20 
730 
740 
750 
760 
TTO 
T80 
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GOTO 420 
CLS ‘INITIAL checkerboard PATTERN 
A(O,0)=1 
FOR I=0 TO 20: A(I+1,0)=-A(I,0) 
FOR J=0 TO 20: ACI,J+1)=-A(I,J) : NEXT 
NEXT 
REM initial display: 
LOCATE 25,50:PRINT"-PRESS Fi TO RESTART-" 
FOR I=1 TO 20 
FOR J=1 TO 20 
FOR JZ=2*J-1 TO 2*J 
LOCATE I,JZ: IF ACI,J)=1 THEN PRINT CHR$(219) ELSE PRINT CHR$(176) 
NEXT JZ,J,1 
LOCATE 10,50: PRINT" ="1/T 
TIME$="00:00:00" 
IF X$="U" THEN NPLUS=280 ELSE NPLUS=200 
IF CORS="Y" THEN GOSUB 710 
M=INT (20*RND+1) :N=INT(20*RND+1): S=-A(N,M): ICOUNT=ICOUNT+1 ’***flip a spin 
B=T*S* (A(N-1,M)+ACN+1,M)+A(N,M-1)+A(N,M+1))*2 
IF EXP(B)<RND GOTO 620 'test against random# 
A(N,M)=S: NPLUS=NPLUS+S 
IF N=1 THEN A(21,M)=S ELSE IF N=20 THEN A(0,M)=S 
IF M=i THEN A(N,21)=S ELSE IF M=20 THEN A(N,0)=S 
FOR IX=2*M-1 TO 2*M ‘update the display 
LOCATE N,IX:IF A(N,M)=1 THEN PRINT CHR$(219) ELSE PRINT CHR$(176) 
NEXT 
LOCATE 23,21: PRINT ICOUNT: LOCATE 23,30: PRINT TIME$ 
IF (ICOUNT MOD 100)=0 THEN GOSUB 670 
IF COR$="Y" AND CICOUNT MOD 400)=0 THEN GOSUB 750 
GOTO 530 
END 
LOCATE 12,50: PRINT “AT "ICOUNT ; 
XN=NPLUS/400! 
PRINT USING " N+/N=.###"; XN 
RETURN 
LOCATE 14,47: PRINT "Correlation Function:" 
LOCATE 15,51: PRINT "d <s(0)s(d)>": LOCATE 16,50: PRINT"------------- " 
GOSUB 750 
RETURN 
FOR M=i TO 5: SUMC(M)=0: ’Correlation calculation 
LOCATE 14,69: PRINT" (at “ICOUNT")" 
FOR I=1 TO 20 
FOR J=1 TO 20:KJ=(J+M) MOD 20: KI=(I+M) MOD 20: CC4%=ACKI,J)+A(I,KJ) 
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790 IF CC%=0 THEN GOTO 810 

800 SUMC(M)=SUMC(M)+A(I,J)*CC% 

810 NEXT J,I 

820 LOCATE 16+M,50: PRINT M: LOCATE 16+M,54: PRINT USING "+#.###"; SUMC(M)/800 
830 NEXT M: RETURN 


与 涨 落 场 耦合 的 二 能 级 系统 的 量子 过 特 卡 罗 程 序 . 


10 REM PROGRAM TO SIMULATE A TWO-LEVEL SYSTEM COUPLED TO 

20 REM AN ADIABATIC GAUSSIAN FLUCTUATING FIELD 

30 REM version#i on DEC 09 85 by FARAMARZ RABII at U of Penn 
40 ON KEY(2) GOSUB 80 

50 KEY(2) ON 

60 DIM SIGMA% (32) 

70 DIM ESOL! (2000) 

80 REM RESTART FROM HERE 

90 CLS 

100 GOSUB 1330 

110 PRINT"Would you like an introduction to the methods used here 7?" 
120 INPUT"*** YES, or NO **#*": K$ 

130 IF (K$<>"yes") AND (K$<>"YES") AND (K$<>"no") AND (K$<>"NO") THEN GOTO 110 
140 IF (K$="yes") OR (K$="YES") THEN GOSUB 2190 

150 CLS 

160 RANDOMIZE(310941!) 

170 KEY(2) ON 

180 LOCATE 1,1 

190 PRINT "ENTER THE LOCALIZATION PARAMETER ’L’" 

200 INPUT "*#*#BETWEEN 0.01 AND 10 ***"; LOCAL! 

210 IF LOCAL!<.01 GOTO 200 

220 IF LOCAL!>10 GOTO 200 

230 PRINT "ENTER THE REDUCED TEMPERATURE ’BETA’"; 

240 INPUT "***BETWEEN 0.01 AND 16 ***";RBETA! 

250 IF RBETA!<.01 GOTO 240 

260 IF RBETA!>16 GOTO 240 

270 INPUT "TOTAL NUMBER OF STEPS (INTEGER BELOW 1E+20)";MOVE! 
280 IF MOVE!<0 THEN GOTO 270 

290 IF MOVE!<>INT(MOVE!) THEN GOTO 270 

300 IF MOVE! >1E+20 THEN GOTO 270 

310 IVAR!=RBETA! /(2*LOCAL! ) 

320 FSTEP!=IVAR! 

330 KAY!=-.5*LOG(RBETA! /32) 

340 TKAY!=KAY!*2 

350 LAMBDA! =RBETA! /32 


1 该 程序 由 Faramarz Rabii 编写 . 这 里 根据 网 络 提供 的 版 本 作 了 更 新 


TLAMBDA ! =2*LAMBDA ! 
NEWENERGY ! =0 

FILD!=0 

ESOLV! =0 

AVDIP!=0 

FOR I=1 TO 32 

IF I/2=INT(I/2) THEN SIGMA%(1I)=1 ELSE SIGMA%(I)=-1 
NEXT I 

CLS 

GOSUB 1680 

GOSUB 1070 

GOSUB 950 

FOR IRUN!=1 TO MOVE! 

LOCATE 16,45 

PRINT "STEP ="; IRUN! 
JAYA=INT (RND#*39) +1 

IF JAY%>32 THEN GOTO 560 
OLDSIGMA%=SIGMAY (JAY) 

IF OLDSIGMA/=1 THEN SIGMA (JAY%)=-1 ELSE SIGMAY(JAYY)=1 
GOTO 590 

GOSUB 1560 

OLDFILD!=FILD! 
FILD!=FILD!+FSTEP!*(.5-RND) 


) OLDENERGY ! =NEWENERGY ! 


OLDESOLV!=NEWESOLV! 

GOSUB 1140 

IF NEWENERGY!<OLDENERGY! THEN GOTO 670 
REM accept move unit probability 

IF JAY%<33 THEN DIP!=NEWDIP! 

GOSUB 1450 

GOTO 760 

PROB ! =EXP (NEWENERGY ! -OLDENERGY ! ) 

IF RND>PROB! THEN GOTO 720 

IF JAYY<33 THEN DIP!=NEWDIP! 

GOSUB 1450 

GOTO 760 

IF JAYA>32 THEN FILD!=O0LDFILD! ELSE SIGMA%(JAY%)=OLDSIGMAY, 
NEWENERGY ! =OLDENERGY ! 
NEWESOLV ! =0LDESOLV! 

GOSUB 1450 

ESOLV! =ESOLV!+NEWESOLYV! 

TST!=IRUN! /100 

IF TST!<>INTC(TST!) THEN GOTO 920 
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170 


790 
800 
810 
620 
830 
640 
850 
860 
870 
880 
890 
900 
910 
920 
930 
940 
950 
960 
970 
980 
990 


1000 
1010 
1020 
1030 
1040 


1050 
1060 
1070 
1080 
1090 
1100 
1110 
1120 
1130 
1140 
1150 
1160 
1170 
1180 
1190 
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ESOL! (TST! )=ESOLV! /IRUN! 
LOCATE 17,22 
PRINT " 
LOCATE 17,3 
PRINT "SOLVATION ENERGY = ";-NEWESOLV! /RBETA! 
LOCATE 18,3 
PRINT "(IN UNITS OF DELTA)" 

LOCATE 19,14 
PRINT " 
LOCATE 19,3 
PRINT"DIPOLE = ";DIP!/32 

LOCATE 20,3 
PRINT "(IN UNITS OF MU)" 

IF IRUN!>MOVE! THEN GOTO 2010 
NEXT IRUN! 
GOTO 2010 
REM OUT PUT CONFIGURATION 
DIP!=0 
LOCATE 11,3 
FOR INDEX,%=1 TO 32 

IF SIGMA, CINDEX/Z)=1 THEN PRINT CHR$ (176) ;CHR$(176) ; 

ELSE PRINT CHR$(219) ;CHR$ (219) ; 

DIP!=DIP!+SIGMAY, (INDEXY) 

NEXT INDEX% 

LOCATE 12,3 

FOR INDEX/=1 TO 32 

IF SIGMA, (INDEX%,)=1 THEN PRINT CHR$(219) ;CHR$(219) 

ELSE PRINT CHR$(176) ;CHR$ (176); 

NEXT INDEX, 

RETURN 

REM subsection to compute overall energy 
NEWENERGY ! =0 

FOR I=1 TO 32 

IF I=32 THEN J=1 ELSE J=I+1 

NEWENERGY ! =NEWENERGY!+KAY!*SIGMA%,(1)*SIGMAZ (J) 
NEXT I 

RETURN 

REM SUBSECTION TO QUICKLY COMPUTE NEW ENERGY 

IF JAYh=1 THEN JAYM1%=32 ELSE JAYM1%=JAY%-1 

IF JAY/=32 THEN JAYP1%=1 ELSE JAYP1%=JAY%+1 

IF JAYA>32 THEN GOTO 1290 

IF SIGMA, (JAY/)=1 THEN GOTO 1240 

NEWESOLV ! =OLDESOLV! -FILD! *TLAMBDA! 
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NEWENERGY ! =OLDENERGY ! -OLDESOLV!+NEWESOLV! 

NEWENERGY ! =NEWENERGY ! -TKAY! * (SIGMA, (JAYP1%)+SIGMAZ(JAYM1%) ) 
NEWDIP!=DIP!-2 

GOTO 1320 

NEWESOLV !=0LDESOLV!+FILD! *TLAMBDA! 

NEWENERGY ! =OLDENERGY ! -OLDESOLV!+NEWESOLV! 

NEWENERGY ! =NEWENERGY !+TKAY! *(SIGMA,(JAYP14)+SIGMAACJAYM14) ) 
NEWDIP!=DIP!+2 

GOTO 1320 

NEWENERGY ! =OLDENERGY!+IVAR! *(OLDFILD! *OLDFILD!-FILD! *FILD! ) 
NEWESOLV!=LAMBDA!*DIP!*FILD! 

NEWENERGY ! =NEWENERGY ! -OLDESOLV!+NEWESOLV! 


RETURN 

REM SUBSECTION FOR INTRODUCTION 

PRINT " SIMULATION OF A TWO-LEVEL SYSTEM COUPLED" 

PRINT " TO A GAUSSIAN FIELD" 

PRINT 

PRINT " BY:" 

PRINT 

PRINT " FARAMARZ RABII" 

PRINT 

PRINT" This program simulates a quantum mechanical one dimensional" 
PRINT"dipole coupled to an adiabatically fluctuating field obeying" 


PRINT" gaussian statistics." 

RETURN 

REM update display 

IF (IRUN!/4)<>INT(CIRUN!/4)) THEN RETURN 

IF JAYA>32 THEN GOTO 1520 

LOCATE 11,2*JAY/+1 

IF SIGMAA(JAY/)=1 THEN PRINT CHR$(176);CHR$(176) ELSE PRINT CHR$(219) ;CHR$(219) 
LOCATE 12,2*JAY/+1 

IF SIGMAA(JAY/)=1 THEN PRINT CHR$(219);CHR$(219) ELSE PRINT CHR$(176) ;CHR$(176) 
RETURN 

LOCATE INDEX%+12,75 

PRINT " " 

NEXT INDX, 

REM SUBSECTION TO OUT-PUT EXTERNAL FIELD 

OLDFLDMAG/,=FLDMAG/, 

FLDMAG/=-INT(FILD! /FSTEP! ) 

IF ABS(FLDMAG/)>9 THEN FLDMAG/=9*SGN (FLDMAGY) 

IF ABS(FLDMAG/,)>=ABS(OLDFLDMAG%) THEN GOTO 1640 

LOCATE OLDFLDMAG}+11,74 

PRINT CHR$(219) ;CHR$(219) ;CHR$ (219) 
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1630 GOTO 1670 
1640 LOCATE FLDMAG{+11,74 

1650 PRINT CHR$(176) ;CHR$(176) ; CHR$(176) 

1660 GOTO 1670 

1670 RETURN 

1680 REM SUBSECTION TO DRAW A BOX AROUND THE FIELD OUT-PUT 
1690 FOR I=1 TO 19 

1700 LOCATE I+1,73 

1710 PRINT CHR$(179) ;CHR$(219) ;CHR$ (219) ;CHR$ (219) ;CHR$(179) 
1720 NEXT I 

1730 LOCATE 1,73 

1740 PRINT "----- " 

1750 LOCATE 21,73 

1760 PRINT "----- n 

1770 LOCATE 11,70 

1780 PRINT "0.0" 

1790 LOCATE 2,70 

1800 PRINT "9.0" 

1810 LOCATE 20,69 

1820 PRINT "-9.0" 

1830 LOCATE 11,74 

1840 PRINT CHR$(176) ;CHR$ (176) ;CHR$ (176) 

1850 LOCATE 22,75 

1860 PRINT CHR$(24) 

1870 LOCATE 23,63 

1880 PRINT "FLUCTUATING FIELD"; 

1890 LOCATE 23,9 

1900 PRINT "TO RESTART PRESS F2" 

1910 REM DISPLAY INITIAL CONDITIONS 

1920 LOCATE 3,1 

1930 PRINT "LOCALIZATION PARAMETER L=";LOCAL! 
1940 PRINT 

1950 PRINT "REDUCED TEMPERATURE BETA=";RBETA! 
1960 LOCATE 9,29 

1970 PRINT "THE QUANTUM PATH" 

1980 LOCATE 10,36 

1990 PRINT CHR$(25) 

2000 RETURN 

2010 REM OUT-PUT SOLVATION ENERGY VALUES 
2020 LPRINT "RESULTS FOR THE SIMULATION OF A TWO-LEVEL SYSTEM COUPLED" 
2030 LPRINT "TO AN ADIABATIC FIELD." 

2040 LPRINT 

2050 LPRINT "INITIAL CONDITIONS ARE:" 


2060 
2070 
2080 
2090 
2100 
2110 
2120 
2130 
2140 
2150 
2160 
2170 
2180 


LPRINT 

LPRINT “LOCALIZATION PARAMETER L = ";LOCAL! 
PRINT 

LPRINT “REDUCED TEMPERATURE BETA = ";RBETA! 
LPRINT 

LPRINT "#0F STEPS","AVERAGE SOLVATION ENERGY IN UNITS OF DELTA" 
LPRINT 

IMAX/=MOVE! /100 

FOR I=1 TO IMAX% 

LPRINT I*100,-ES0L! (I) /RBETA! 

NEXT I 

LOCATE 23,1 

END 
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在 流体 相 和 固体 相 中 , 原子 和 分 子 的 相对 排列 常常 用 经 典 统 计 力 学 的 
原理 准确 地 描述 . 当然 , 在 这 些 系统 中 有 围绕 原子 核 的 电子 , 而 电子 的 行为 
在 本 质 上 无 疑 是 量子 力学 的 . 然而 在 对 这 些 量子 涨 落 取 平均 之 后 , 剩余 的 
问题 是 对 核 的 统计 位 形 进行 抽样 , 该 核 处 于 我 们 已 经 积分 求 出 的 由 电子 诱 
导 的 有 效 相 互 作 用 中 . 这 些 有 效 相 互 作 用 的 一 个 例子 是 在 第 四 章 中 所 考 
虑 的 玻 恩 - 奥 本 海 默 势 . 

这 种 过 程 大 致 如 下 . Ze A oP ph RL 


Q =) exp(-BE,) 


中 , 态 v 可 以 由 原子 核 的 位 形 (用 符号 RRR) 和 电子 态 (A R B Bek) 所 
表征 . 然后 方便 的 是 , 按照 核 的 位 形 因 子 化 或 分 割 各 态 或 涨 落 , BM 


Q= > > exp -BERi(R)| | 


R | a(R) 


= Y exp(-BEn) 
R 


其 中 i(R) 表示 当 原 子 核 的 位 形 (原子 的 中 心 ) 被 保持 固定 在 R( 该 位 形变 量 
RR 实际 上 是 确定 所 有 原子 中 心 位 置 所 必须 的 所 有 坐标 的 一 个 巨大 集合 ) 时 
电子 的 第 i 个 态 . E Ep 通过 求 花 括号 内 的 玻 尔 兹 曼 加 权 和 而 得 到 , 它 是 决 
定 核 位 形 的 统计 性 质 的 有 效能 量 或 自由 能 . 

当然 , 前 段 中 的 讨论 是 高 度 概略 的 . 但 是 , 我 们 从 第 5.8 节 和 第 6.4 节 
确实 知道 , 对 电子 涨 落 或 电子 态 求 玻 尔 北 曼 加 权 和 至 少 有 一 个 方法 就 是 去 
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计算 量子 路 径 和 . 对 i(R) 的 和 于 是 就 表示 这 样 的 一 个 过 程 . 一 般 情 况 下 ， 
我 们 看 到 Er 是 一 个 依赖 于 温度 的 自由 能 . 但 是 , 系统 的 电子 态 常常 由 最 
低能 级 所 支配 . 在 那 种 情况 下 , 对 电子 的 量子 涨 落 取 平 均 的 结果 产生 一 个 
Er, 它 对 所 有 核 而 言 必 定 是 基态 玻 恩 - 奥 本 海 默 能 量 面 . 为 简化 我 们 的 讨 
论 , 我 们 将 假定 这 个 基态 支配 性 对 我 们 在 本 章 中 所 考察 的 系统 是 一 个 非常 
精确 的 近似 . 

剩 下 的 问题 是 研究 核 的 空间 位 形 . 这 个 问题 常常 可 用 一 个 经 典 力 学 
模型 来 很 好 地 近似 , 理由 (将 在 本 章 后 面 更 精确 化 ) 是 核 比 电子 重 得 多 . 相 
当 高 的 质量 意味 着 核 位 置 的 量子 不 确定 性 相对 很 小 , 因而 在 考虑 这 些 系统 
中 核 的 空间 涨 落 时 , 量子 色散 ( 即 波 函数 的 宽度 ) 变 得 无 关 紧 要 . 

经 典 流 体 模 型 不 适用 的 一 个 重要 例外 是 低温 氨 . 我们 将 不 讨论 这 类 
系统 . 相反 , 我 们 将 考虑 像 氨 、 葵 或 水 这 样 的 流体 的 速率 分 布 的 意义 和 分 
TIEAJ. 这 里 , 在 对 与 电子 态 相 联系 的 涨 落 取 平 均 之 后 , 经 典 模 型 是 精 
确 的 . 
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当 米 用 经 典 模型 的 时 候 , 系统 的 微观 状态 由 相 空 间 的 点 所 表征 . 也 就 
是 说 , 列 出 系统 中 所 有 经 典 目 由 度 的 坐标 以 及 共 斩 动 量 就 指定 了 一 个 态 : 


(71,7 2,°-* ,7NiD1Do,DN)=( 人 ,六 )=N 个 粒子 系统 的 相 空间 中 的 点 . 
这 里 mr = 粒子 i 的 位 置 ，p; = 粒子 i 的 动量 ,rN 和 mn 分 别 是 位 形 空 间 和 
动量 空间 中 点 的 缩写 . 

为 了 对 经 典 模型 进行 统计 力学 计算 , 我 们 必须 能 够 计算 如 下 列 正则 配 
分 图 数 之 类 对 象 的 经 由 对 应 量 ，, 


Q(B, N,V) = X exp(—GE,). 


与 相 空 间 中 的 点 相 联系 的 能 量 是 哈密 顿 量 , 即 
E, > 3€(r™,p™) = K(p) + U(r), 


其 中 K (p) 表示 经 典 自由 度 的 动能 , U(r’) 是 势能 . 这 后 一 部 分 能 量 可 以 
这 样 得 到 , 对 在 经 典 模型 中 不 明显 处 理 的 所 有 量子 自由 度 取 平均 . 换 句 话 
Ue, Fr HE PBX U(r) 必须 从 对 量子 电子 结构 的 计算 中 确定 . 最 后 , RINE 


176 第 七 章 经 典 流 体 


意 到 , 在 一 个 保守 牛顿 系统 中 , 动能 仅 是 动量 的 国 数 , 而 势能 仅 是 坐标 的 
PKI XU . 
因为 相 空 间 中 的 点 形成 一 个 连续 体 , a E AEA eR BC E E OF A 
JÉ IR AY PKI BX 
Q= (2) far" f ap" expl- B2 (r™ , p’’ )), 


其 中 fan fa" 是 


Joan [are f aru f api f apa f ape 


的 缩写 . 但 是 相 空 间 积 分 有 作用 量 的 DN KA (D = 维度 ) 的 量 纲 . A, 
在 方程 中 必须 有 一 个 相 乘 的 因子 (用 (?) 表示 ), 它 使 得 Q 无 量 纲 . 这 应 该 
是 一 个 普 适 的 因子 . 因此 , 我 们 可 以 详细 人 研究 一 个 特殊 的 系统 来 确定 这 个 
因子 . SP DCA Fa A AY FA UA, 有 


因此 、 
Q=(2)V" | [ow exp(—p?/2m) 


将 该 结果 和 我 们 在 第 4.7 节 (对 经 典 理想 气体 的 讨论 ) 中 计算 所 得 的 结论 
进行 比较 , 可 得 | 


(?) 
于 是 , A 


a, l , 
Q= let — ma a" J dp" exp -Btr™,p")] 


注意 到 N 个 全 同 粒 子 应 该 是 不 可 区 分 的 , N! 这 个 因子 可 以 得 到 理解 . 
因此 相 空 间 积 分 多 计算 了 态 N 次 (这 是 可 以 重新 标记 所 有 粒子 的 不 同方 
式 数 ). 为 了 避 倪 这 种 多 计算 的 态 数 , 我们 必须 除 以 N!. 至 于 因子 BY 的 出 
现 , 理由 不 是 那么 明晰 (除了 它 有 作用 量 的 3N RFE AY Ee AP). 一 个 粗略 
的 论证 是 注意 到 不 确定 原理 , 56rN5pN ~ h3N. 因此 , 我 们 期 望 相 空间 中 的 微 
分 体积 元 像 3 那样 标 度 , 也 就 是 

-总 rdpy 
BrN op 


具有 完整 约束 的 经 典 拉 格 朗 日 系统 确实 可 以 有 依赖 于 位 形 的 动能 .然而 , 这 样 的 依 
赖 关 系 是 完整 约束 造成 的 , 而 对 自然 界 找到 的 任何 系统 是 没有 完整 约束 的 . 
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练习 7.1 对 于 一 个 由 A, B,C 三 种 不 同类 型 粒子 组 成 的 系统 ,证 明 经 
典 配 分 函数 为 


1 NaN N pN 
NalNplNolh3(NatNetNe) fa dp exp | 一 PIE (r )] ， 


Ga 
这 里 (rN,pN) 是 在 (Na 十 NB 十 Nc) 个 粒子 系统 的 相 空 间 中 的 点 的 简写 . 
通常 , 存在 一 些 系 统 其 中 的 每 个 原子 中 有 一 些 量子 自由 度 ,它们 不 与 
经 典 变 量 相 耦合 ,所 以 不 会 影响 势 U(r >). 在 这 种 情况 下， 
Q = Naw (O) f dr f ap exp |- lan], 


其 中 gy’ (3) Æ ABLE A GY tet FO OB BE AS AE A e BO. 
经 典 系 统 中 一 个 态 的 概率 为 fr^, p™ )drN dp’, 其 中 


f(r’ p) = 在 相 空 间 中 点 (rò, p~) 处 观测 一 个 系统 的 概率 分 布 . 


显然 ， 
exp |—B (7r™ p™)| 
T Tar fo exp | -BH (r i py) 
FH Mey A PRI SCY 4p A A BP, A (pY) Al U(r’), 则 相 空 间 概 率 分 布 可 因子 
化 为 
Fr p”) = (p) P(r’), 


其 中 
S(p”) = exp[—BK (p™)] 
fa" eKO") 
= 在 动量 空间 中 点 p” 处 观测 一 个 系统 的 概率 分 布 ， 
PtrN) = PPU 


[ars exp[—BU(r* )} 
= 在 位 形 空间 中 点 r 处 观测 一 个 系统 的 概率 分 布 . 


练习 7.2 证 明 上 述 结 果 . 
练习 7.3 证 明 经 典 配 分 函数 以 下 列 方式 因子 化 


Q = Qay Que,» 
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其 中 Quin 有 是 理想 气体 的 配 分 函数 , 且 ! 
Quen = VY / dr“ exp [-BU (r° )]| i 


更 进一步 , 因为 动能 是 各 单 粒 子 的 动能 之 和 Sp? /2m, 则 可 以 把 动量 
概率 分 布 因子 化 , 因此 
Pp”) = 上 wy， 
其 中 


o(pi) = re 
[ew e 2m 


DES, pf = (pj, + Piy + Ph) 这 里 pia 是 第 i 个 粒子 的 动量 在 a FE 
儿 分 量 .| 单 粒子 动量 分 布 b(p) 通常 称 为 麦克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 (MB) 分 布 . 
对 在 热 动 平衡 系统 中 质量 为 m 的 粒子 , 这 是 正确 的 动量 分 布 明 数 . 这 个 系 
统 可 以 处 于 任何 相 (气体 、 液 体 或 者 固体 ), 分 布 仍然 是 成 立 的 , 只 要 经 典 
力学 是 精确 的 . 一 个 推论 是 , 在 液体 和 气体 中 (只 要 温度 相同 ) 粒子 的 平均 
速度 (或 平均 动量 ) 是 相同 的 . 当然 , 在 液体 中 粒子 碰撞 的 频率 要 远 高 于 在 
气体 中 的 . 因为 这 个 原因 ,一 个 分 子 在 气相 中 比 在 凝聚 相 中 单位 时 间 内 要 
运动 得 更 远 , 即使 单 分 子 速 度 分 布 在 两 个 相 中 是 完全 相同 的 . 
对 于 MB 分 布 , 我 们 可 以 进行 的 一 些 典 型 计算 是 


| aplpl exp(-Bp?/2m) an | dpp? exp(—Gp? /2m) 8k Tm 1 
I) = 2 = —4-___ _ (Sei) 
/ dp exp(—Bp’ /2m) | / dp exp(—Sp* /2m)| i 


(p°) = (p2) 十 (py) F (ps) = 3(pz) = 3mkpgT. 
练习 7.4 证 明 这 些 结果 . 
练习 7.5 证 明 经 典 配 分 函数 为 
] 
Q= NN [ars exp[—BU(r)}, 


! 这 里 的 Que BY BR OA ATE FA (configuration integral), 47 hf 18, PK Ay JE Ad 4 pe BL (con- 
PETE 


figurational partition function). 
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其 中 
h 


apa /2rmkpl 

237.6 已 知 对 典型 的 液体 密度 po ~l(p= N/V, Ho 是 分 子 直径 )， 
估计 室温 下 液体 中 分 子 的 平均 自由 程 和 碰撞 频率 . 将 这 些 数值 与 气相 中 的 
值 作 比较 . 


我 们 可 用 MB 分 布 来 评估 不 采用 醉 定 证 方程 而 是 使 用 经 典 力 学 来 摘 
述 系统 的 微观 状态 是 否 是 一 个 好 的 近似 . 当 德 布 罗 意 波长 


h 
ADB = 一 
pP 


与 相关 的 分 子 之 间 的 长 度 标 度 相 比 很 小 时 , 经 典 力 学 描述 是 精确 的 .ApB 
的 典型 值 的 一 个 佰 计 为 


h h 
ADB ~ 7 = 


(pl) Aea 7 
这 个 长 度 是 一 个 典型 的 距离 , 在 这 个 距离 范围 内 , 由 于 海 森 伯 原 理 , 粒子 的 
精确 位 置 仍然 是 不 确定 的 . 当 Xr 与 任 一 相关 的 长 度 标 度 相 比 都 很 小 时 , 涨 
落 的 量子 性 质变 得 不 重要 . 对 于 稀薄 气体 , 相关 的 长 度 为 -1/3( 两 粒子 之 间 
的 典型 距离 ) 和 (粒子 的 直径 ), 在 这 里 


AT < 0 


将 似乎 足以 作为 经 典 统 计 力 学 有 效 的 一 个 判 据 ， 然 而 , 一 般 而 言 人 们 必 
须 考虑 用 来 表征 所 研究 的 空间 最 小 涨 落 的 距离 标 度 . 对 典型 的 涨 落 , Ar 量 
级 的 分 子 间距 离 的 变化 引起 势能 的 变化 , 如 它 与 kpT 相 比 很 小 , 此 时 经 典 
模型 是 有 效 的 . 因此 , 在 液体 密度 , 量度 量子 力学 重要 性 的 参数 是 8AT(|F))， 
这 里 |F| 是 相 邻 粒子 对 之 间 力 的 大 小 ， 当 这 个 参数 很 小 时 , 经 典 模型 是 精 
确 的 ; 当 这 个 参数 很 大 时 , 必须 考虑 涨 落 的 量子 性 质 . 


练习 7.7 当 液 所 处 在 三 相 点 时 , 比较 Ap 和 氮气 分 子 的 “直径 ”( 大 的 
4 x 107m). 


压强 可 由 上 自由 能 对 体积 V 微分 求 出 , 也 就 是 


__ [9A 
Va dow 
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由 于 配 分 函数 的 因子 化 , 这 个 关系 表明 , 状态 方程 可 以 从 配 分 图 数 的 位 形 
部 分 求 出 , 即 


Bp = (e) vo = a In f dr exp|—3U(r’ )). 
除了 那些 将 系统 局 限 在 空间 特定 体积 中 的 相互 作用 外 , FRAT ZO AR 
系统 的 所 有 相互 作用 . 因此 , 位 形 积 分 对 体积 的 依赖 仅仅 在 积分 的 上 下 限 
中 . 同样 注意 到 随 着 体积 的 增加 , 位 形 积分 也 必然 会 增加 , A A ER R U 
是 正 的 . 因此 , 得 到 p 的 导数 总 为 正 的 . 从 而 在 我 们 这 里 所 探究 的 那 类 模 
型 中 ,平衡 系统 的 压强 总 是 正 的 . 

注意 , 对 经 典 模型 , 我 们 预测 配 分 函数 的 位 形 部 分 是 与 粒子 的 动量 和 
质量 无 关 的 . 因此 , 状态 方程 p = p(B,p) 是 与 系统 中 粒子 的 质量 无 关 的 . 
从 而 , 如 果 水 分 子 的 平 动 和 转动 由 经 典 力学 很 好 地 描述 , 那么 液体 HzO 和 
DO 的 状态 方程 将 是 相同 的 . 然而 , 实验 结果 是 它们 有 显著 的 差别 . 例如 
在 一 个 大 气压 下 密度 (T) 的 最 大 值 对 HO 出 现在 4°C, 而 对 D.O 则 出 现 
在 10°C. D20 也 比 H20 在 更 高 的 温度 下 结 冰 .在 物理 基础 上 考虑 这 个 现象 ， 
你 能 想象 到 量子 力学 所 起 的 作用 是 , 在 距离 VB 及 /m 的 范围 内 原子 的 位 置 
是 不 确定 的 . 对 于 室温 下 的 一 个 质子 , 这 相应 于 大 约 0.3A 的 长 度 . 水 分 子 
的 直径 大 概 是 3A. 由 于 质子 受 氧 原子 很 强 的 束缚 ,位 置 的 不 确定 性 大 多 是 
与 水 分 子 的 振动 相关 . 随 着 原子 质量 的 增加 , 原子 位 置 的 弥散 性 减少 , 流体 
变 得 更 有 序 . 这 就 解释 了 为 什么 例如 D20 冰 比 HO 冰 在 更 高 的 温度 融化 . 
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因为 势能 Cr>) 将 所 有 的 坐标 耦合 到 一 起 , 位 形 分 布 Plr>) 并 不 能 
因子 化 为 单 粒 子 图 数 的 积 . 然而 , 通过 对 除了 感 兴 趣 的 粒子 相关 的 那些 坐 
标 之 外 的 所 有 其 它 坐 标 进 行 积 分 , 我 们 仍然 能 讨论 几 个 粒子 的 分 布 图 数 . 
例 如 ， 


PEIN) (ri, ra) = Jars f dras- f arw P(r’) 
= EME r 找到 粒子 1 并 在 位 置 ro 找到 粒子 2 的 
联合 概率 分 布 . 
这 个 分 布 函 数 称 为 特殊 概率 分 布 (specific probability distribution), 因为 它 明 


确 要 求 粒子 1( 而 不 是 其 它 粒 子 ) 处 在 mi, 并且 类 似 地 , 粒子 2 必须 处 在 ra. 
对 于 一 个 由 NN 个 不 可 分 辨 的 粒子 组 成 的 系统 , 这 样 的 要 求 从 物理 上 来 说 
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并 不 是 恰当 的 . 此 外 , 随 着 六 增加 到 一 个 合理 的 宏观 值 (比如 105) AY, 该 
特殊 约 化 分 布 必须 小 到 赵 于 零 !. 
更 有 意义 的 量 是 一 般 约 化 分 布 图 数 . 例如 , 令 
PMN ri r) =E N 个 粒子 系统 中 ) 在 位 置 r 找到 一 个 ( 任 一 ) 粒子 并 
在 ro 找到 任 一 其 它 粒子 的 联合 分 布 图 数 . 


注意 到 选取 (在 r 的 ) 第 一 个 粒子 有 N 种 可 能 的 方式 , 选取 第 二 个 粒子 有 
N 一 1 种 方式 , 于 是 


per) (ri r2) = N(N — 1)PP™) (ry, P2). 
-RTIA 
PN TiTa ,rn) 一 在 N 个 粒子 系统 中 , 在 r 将 找到 一 个 粒子 ， 
在 ro 找到 男 一 个 ,…, 再 在 rn 找到 另 一 个 粒子 
HJEK E at AB PR BX 
[ark exp|[-8U (r^) 


NM f arë exp BUM] 


其 中 drN-" 是 drntidrnta…:drw 的 缩写 . 对 各 向 同性 流体 , 我 们 有 
yn. N 

p(n) =p ==. 

在 理想 气体 中 , 不 同 的 粒子 是 无 关联 的 . 因而 , 理想 气体 的 二 粒子 联合 
分 布 PC/N)(rirs) 可 因子 化 为 PIN)(ri)PGAN)(ra). 所 以 ,对 理想 气体 

N(N —1) 
V2 

其 中 最 后 一 个 等 式 忽 略 了 N-15 N 的 差别 .有 这 样 的 情况 (本 教材 中 未 

予 处 理 ), N -1 与 N 之 间 的 微小 差别 实际 上 变 为 非常 重要 的 ] 考虑 到 理想 

气体 关于 PC/N)(ri,r?) 的 结果 ,引入 


PPIN) (ry, 72) = = p*(1—N~*) © p, 


g(r1, r2) = pP? (ri, r2)/P 


LON AS iE BY AR RE p = N/V, 则 微观 体积 元 中 的 平均 粒子 数 为 pn. (假设 2 = 
1 A3, 则 在 液体 中 pR ~ 10-2, 在 气体 中 p2 ~ 1074.) 粒子 1 明确 地 在 那个 体积 中 的 概率 
是 N-1p2 ~ 107230. 
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h(ri,r2) =p") (r1, r2) — p°] p” 
=9(r; T2) w 


似乎 是 合适 的 , 它 是 对 真实 的 二 粒子 分 布 图 数 作 理想 气体 近似 所 产生 的 相 
对 偏离 . 对 于 各 向 同性 流体 , ox BE PR IM A EF [ry 一 72| = r, 即 


g(r1, 72) =g(r), 
h(ri, r2) =h(r) = g(r)— 1. 


量 g(r) 称 为 径 向 分 布 函 数 (radial distribution function). E tE iy BRA 3t X 
函数 (pair correlation function) 或 者 对 分 布 函数 (pair distribution function ). 
量 h(r) 也 称 为 对 关联 函数 ， 

正如 已 经 注意 到 的 , 对 于 均匀 系统 , p0 (ri) = p. 从 而 


六 (0,r)/p =pg(r) 
= 在 7 处 发 现 一 个 粒子 而 给 定 帮 外 一 个 粒子 
位 于 原点 的 条 件 概率 密度 . 


得 到 这 个 结果 的 推理 是 基于 概率 统计 的 一 条 定理 : 如 果 z 和 1 是 有 联合 分 
布 P(x,y) 的 随机 变量 , 那么 给 定 z 的 一 个 特定 值 时 y 的 条 件 概率 分 布 是 
P(x, y)/p(x), 这 里 p(x) Æ r 的 概率 分 布 . 换 句 话说， 


pg(7) = 给 定 标 记 粒 子 位 于 原点 , 在 7 处 的 平均 粒子 密度 . 


当 使 用 “液体 结构 ”这 样 的 术语 时 , 所 指 的 便 是 诸如 g(r) 的 一 些 量 . 和 
晶体 不 同 , 流体 的 单 粒 子 分 布 是 平凡 的 , 它 只 不 过 是 体 性 质 即 密度 . 各 和 问 同 
性 的 对 称 性 必须 被 人 破 缺 (比如 ,通过 指出 一 个 粒子 处 在 一 个 特定 的 位 置 上 ). 
— H I PR TERR, 就 会 出 现 有 意义 的 微观 结构 . 因此 , 对 于 流体 , A IE 
原子 或 分 子 的 相对 排列 而 不 是 绝对 排列 . 为 了 获得 关于 对 关联 图 数 是 什么 
形式 的 感性 认识 ,我们 来 考虑 一 个 类 似 氢 的 简单 原子 液体 . 图 7.1 中 显示 了 
液体 的 示意 图 (为 了 艺术 上 的 方便 画 成 二 维 图 形 ). 在 该 图 中 , o 是 范 德 瓦 
尔 斯 直径 ! (对 所 原子 大 约 为 3.4A), 夯 有 和 斜 影 线 的 原子 就 是 我 们 要 取 为 原 
点 的 原子 . 这 些 原 子 画 的 彼此 很 徘 近 , 因为 典型 的 液体 密度 po? ~ 1. 由 于 
流体 是 稠密 的 ,有 很 大 的 可 能 性 在 > = c 附近 发 现 第 一 近邻 壳 层 . 构成 第 一 
配 位 完 层 (first coordinate shell) 的 最 近邻 往往 阻止 次 最 近邻 进入 = (3/2)o 

粗略 地 定义 为 在 物理 ( 非 化 学 ) 碰撞 过 程 中 两 原子 之 间 最 接近 的 距离 . 
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第 二 配 位 壳 层 
的 最 概 然 位 置 


第 一 配 位 壳 层 
的 最 概 然 位 置 


图 7.1 简单 的 液体 结构 


附近 的 中 间 区 域 . 从 而 , g(r) 在 该 区 域 中 将 小 于 1, 在 接近 7 = 20 处 的 无 关 
联结 果 之 上 取 峰 值 . 事实 上 , 图 7.2 显示 了 简单 原子 液体 的 g(r) 的 变化 情 
况 . 第 二 个 峰 对 应 于 次 最 近邻 的 最 概 然 位 置 .这些 近邻 构成 第 二 配 位 帝 层 . 
这 种 成 层 性 表明 液体 的 颗粒 性 ( 非 连续 本 质 ), 它 由 g(7) 的 振荡 形式 显现 
出 来 , 一 直 持 续 到 r 远大 于 关联 长 度 (在 稠密 液体 中 典型 的 是 几 个 分 子 直 
径 ). 在 黎 溥 的 气相 中 , 关联 长 度 仅 仅 是 分 子 回 对 势 的 范围 , 因而 没有 分 层 
性 . [后 面 我 们 将 会 回 到 气相 gir) 的 讨论 , 在 那里 我 们 将 寻 出 它 为 什么 看 上 
去 像 我 们 在 图 中 所 男 出 的 那样 .| 


g(r) 
液 相 
AN 气相 
H l Me, d 
l IE 77 Lo oT — a ad ie ai 
l 
| 
s a Qa 3a g 


gw 有 二 -| | dp rote 


图 7.2 简单 流体 的 径 向 分 布 郴 数 
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注意 到 在 液体 的 图 像 中 和 在 g(r) 的 图 形 中 , 均 有 有 限 的 粒子 密度 , 其 
至 在 如 r= (3/2)o 这 样 的 “不 太 可 能 "区域 中 也 是 如 此 . 这 是 区 分 液体 和 唱 
体 的 特征 之 一 . 没有 这 个 特征 , 扩散 的 可 能 性 将 会 大 大 地 减 小 . 

一 个 关于 固体 的 示意 图 (又 是 画 为 二 维 的 ) 如 图 7.3 Bras. 一 个 三 维 
( 面 心 立方 (fee) 或 体 心 立方 (bec)) 低温 固体 的 径 回 分 布 图 数 示 于 图 7.4 P. 
这 个 函数 是 g(r) 对 角度 的 平均 . 注意 , 固体 中 第 一 配 位 充 层 的 有 序 性 允许 
第 二 最 近邻 位 于 距离 标记 原子 V2o( 或 者 二 维 情况 下 为 V30) 的 地 方 . 这 种 
对 20 距离 的 减 小 可 以 解释 下 列 事实 : 对 于 简单 系统 , 固 相 的 体 密度 要 比 液 
相 的 来 得 大 . 


图 7.3 ”球形 粒子 的 二 维 晶 体 阵 列 


最 近邻 ， 第 一 配 位 壳 层 
第 二 最 近邻 
AJA, 
0 O Po V30 


图 7.4 高 度 有 序 固体 的 径 向 分 布 函数 


XY FR ool A Td A FE = A (它们 分 别 对 应 于 低温 液体 和 高 温 晶 体 ) 
的 g(r) 的 定量 比较 如 图 7.5 所 示 . 

读者 可 能 会 想 , 是 否 最 近邻 的 密度 在 固体 中 也 比 在 液体 中 大 . 在 距离 
中 心 原子 7 的 范围 内 的 近邻 原子 数 为 


nir) = ap | x g(x)dz. 
0 


67.3 可 逆 功 定理 185 


固 相 


图 7.5 三 相 点 处 液 氢 和 固 握 的 径 向 分 布 明 数 (oc = 3.4A) 


练习 7.8 证 明 这 个 公式 . 

当 对 第 一 配 位 壳 层 积分 , 对 于 固体 和 液体 , 由 该 公式 得 到 
n( 第 一 配 位 沉 层 ) = 12 

(这 是 三 维 情 况 的 结果 , 如 果 是 二 维 又 是 和 多少 呢 ?) 此 外 , 相对 于 液体 而 言 ， 
固体 的 g(r) 函数 通 第 在 稍为 更 大 一 点 的 距离 r 处 达到 峰值 . 由 此 , 如 果 使 
用 这 些 判 据 , 则 液体 的 最 近邻 密度 并 不 比 固体 的 最 近邻 密度 小 . 固 液 两 相 
的 差别 来 源 于 第 一 配 位 帝 层 的 有 序 性 . 这 种 有 序 性 允许 第 二 配 位 壳 层 更 
接近 . 它 也 阻止 粒子 在 第 一 和 第 二 配 位 壳 层 之 间 有 显著 的 聚集 . 这 种 行为 
导致 在 固体 中 出 现 长 程序 (在 液体 中 是 不 存在 的 ), 并 且 它 强烈 地 抑制 了 
扩散 . 
87.3 可逆 功 定理 

约 化 分 布 函 数 与 交 姆 瞧 兹 自由 能 由 下 列 重要 的 定理 联系 起 来 


g(r) = PV, 


式 中 w(r) 是 将 两 个 标记 粒子 在 系统 内 从 相距 无 穷 远 移 到 相对 距离 为 r 这 
一 过 程 中 所 需要 做 的 可 逆 功 . 很 显然 ， 


w(r) = w(r; 8, p). 
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因为 该 过 程 是 在 N,V, T 保持 不 变 时 可 逆 地 进行 的 , 所 以 w(7) 陨 征 该 过 程 
中 雍 姆 霍 兹 目 由 能 的 变化 . 

为 了 证 明 这 一 定理 ,我们 考虑 一 对 粒子 (比如 1 和 2) TY YP aE 
力 . 这 里 , 所 谓 “溶剂 ” 是 指 系统 中 除了 那些 标记 粒子 之 外 的 其 它 所 有 粕 
子 . 通过 对 将 粒子 1 和 2 分 别 固定 在 mi Al re 的 所 有 位 形 求 平均 , 得 到 平均 


JI I 
d r 
7 (WU) aaa 


一 f ars --- dry (dU /dri) ee 一 


[ars .--drye PY 


= 十 Ke Fa [ars arye P| / f ary---arve® 


= a, ae In / dr3---drye °" 
dr 


= kaT -一 In (NN 一 1) | dr z dry f /re 
1 


d 
—- ral r In g(r) ; Ta). 


—= 


这 个 结果 表明 , RX —keT Ing(|r1 一 72|) 的 梯度 给 出 了 粒子 1 和 2 之 间 的 平 
HEHN, 该 平均 是 对 所 有 其 它 粒 子 的 平衡 分 布 进行 的 . 对 平均 力求 积分 
可 得 到 可 逆 功 . 因此 , wir) = —kpT Ing(r) 确实 是 上 面 所 描述 的 可 道 功 . 如 
同 寻 出 该 结果 时 所 表明 的 , wlr) 和 常 称 为 平均 力 势 (potential of mean force). 


87.4 g(r) 与 热力 学 性 质 
到 此 为 止 , 我 们 还 没有 指定 U(r’) 的 形式 . 最 简单 的 可 能 性 是 


N 
U(r’) = È ulliri- ril), 
i>j=1 

其 中 u(r) 是 对 势 (pair potential), 如 图 7.6 Aras, 这 里 我 们 已 取 u(oo) 为 能 量 
A Kh. U(r) 的 对 分 解 形 式 即 使 对 原子 而 言 也 仅 是 一 个 近似 . 这 是 因为 原 
子 的 内 部 结构 包含 了 有 涨 落 的 电荷 分 布 (量子 电子 ). 这 个 仅 表 示 为 核 坐 标 
的 靖 数 的 势能 是 在 以 某 种 方式 将 核 内 电 蓓 涨 落 积 分 掉 以 后 产生 的 . 如 果 涨 

注意 , 在 第 四 个 等 式 中 添加 了 与 mi 无 关 的 因子 N(N 一 1) 以 及 J drNe-PU. 一 一 译注 
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落 在 尺度 上 很 大 的 话 , ABZ IFE AY BE E RRO Se EFS BS AR, 因为 不 仅 是 粒 
子 对 耦合 在 一 起 . 然而 , 对 于 大 多 数 原子 , 电 谷 涨 落 相对 而 言 是 比较 小 的 ， 
因此 对 分 解 是 好 的 近似 . 通常 使 用 的 对 势 ulr) 两 参数 表示 式 是 伦 纳 德 - 琼 
斯 (Lennard 一 Jones) # 


u(r) 


图 7.6 xt HA 


练习 7 了 .9 证 明 伦 纳 德 -琼斯 势 的 最 小 值 位 于 ro = 260, E ufro) = —e. 


当 粒 子 之 间 的 距离 大 于 ro 时 , u(r) 是 吸引 的 ; 当 粒 子 之 间 的 距离 小 于 
ro 时 , u(r) 是 排斥 的 . 这 个 吸引 的 相互 作用 是 由 于 在 相互 分 离 的 原子 中 电 
何 涨 落 的 偶 极 - 偶 极 耦合 的 结果 .在 这 里 , 注意 到 孤立 原子 的 平均 偶 极 和 矩 为 
A=. 瞬时 涨 洛 有 非 球 形 对 称 性 , 一 个 原子 中 的 有 效 偶 极 矩 可 以 与 另 一 个 原 
子 中 的 有 效 偶 极 符 相 互 耦合 导致 吸引 的 相互 作用 . 这 样 的 相互 作用 称 为 伦 
H EW (London dispersion potentials), 并 且 这 些 热 正比 于 r6. 对 于 两 原 
了 于 之 间 的 小 距离 的 排斥 力 有 完全 不 同 的 起 源 . 在 7 比较 小 时 , 两 原子 的 电 
于 云 必 定 发 生 畸 变 以 避免 泡 利 不 相 容 原理 所 排除 的 空间 重 匡 . 通过 使 电子 
Sy Ati AC AE Way AB, 原子 的 能 量 增加 因而 导致 两 原子 之 间 的 排斥 . 

伦 纳 德 - 末 斯 势 中 有 一 个 吸引 的 部 分 , 它 渐 近 于 "5, 但 是 特定 的 6 一 12 
代数 形式 并 不 是 基本 的 . 伦 纳 德 -琼斯 对 势 的 最 重要 特征 是 它 与 长 度 标 度 
AX. 特别 是 , ro 大 约 比 o K 10%, 这 是 u(r) =0 的 距离 . 此 外 ， u(r) HY ye El 
大 约 是 2ro. 这 个 范围 从 经 验 上 来 说 适用 于 大 部 分 惰性 气体 原子 和 少 部 分 
如 No All Oo 这 样 的 一 些 简 单 分 子 . 
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借助 对 分 解 近 似 , 我 们 可 以 计算 内 能 为 : 


(E) =(K(p™)) + (U(r™)) 


=N (Z) + (二 sr = m0) 


上 式 右 边 第 一 项 是 (3/2)NkeT. 第 二 项 是 N(N — 1)/2 (独立 粒子 对 的 数目 ) 
个 等 价 的 贡献 之 和 每 一 个 贡献 的 值 为 (u(ri2)), 其 中 7 12 = [r] — Fl. 因 
It, 有 


= i 
( >. ro) =a N(N - 1) (u(ri2)) 


[ars exp[—GU (r^) 


2 
=5 | an | druri) NOW 一 M doaiak 


=3 J dri | drap? (ri, ra)u(ri). 


对 于 一 个 均匀 系统 , pN rr) = p glr). 这 样 , 将 积分 变量 从 (ri, r2) 变 
为 (miri) 是 非常 方便 的 . 对 于 m 的 积分 可 以 自由 地 求 出 ,这 给 出 体积 V. 
于 是 
N 国有 
> won) ) =5702 f arg(ryu(r) 
iim] 
=3N | arpg(r)u(r), 
我 们 可 以 在 物理 基础 之 上 来 理解 这 个 结果 . 对 于 每 个 粒子 来 说 , 在 半径 为 
r, 厚度 为 dr 的 球 元 上 ,有 Arr’ pg(r)dr 个 近邻 , 中 心 粒 子 与 这 些 近 邻 粒 子 之 
间 的 相互 作用 能 为 u(r). 因子 3 是 对 称 数 , 修正 重复 的 计数 
把 这 些 结 果 综 合 起 来 , 可 以 得 到 


sa = >kaT + se | arg(r)u(r) 
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练习 7.10 当 势 函数 为 
U(r%)= X ulry)+ SY u(r, rj, rj - 11) 
4 一] ti {=1 


时 , 用 约 化 分 布 函数 表示 内 能 . 
练习 7.11* 当 U(r’) 可 以 对 分 解 时 , 证明 压强 由 下 式 给 出 


Bp, Bp du(r) 
; = ] 5 | arg(ryr =" 


LAD KAR ALE A BL AK AS FH 42 (virial theorem equation of state)!. H T: 
fA BU BRP, 对 于 1 和 is 过 N, 将 坐标 变 为 mi = Vor, KH daz; = 
V—"dri, 而 积分 限 将 不 再 依赖 于 体积 .] 


为 了 能 够 看 出 热力 学 性 质 的 公式 是 如 何 起 作用 的 , 我 们 需要 一 个 有 关 
g(r) 的 理论 .一 种 估计 g(r) 的 方式 是 考虑 平均 力 热 wr). 我 们 可 以 将 wir) 
分 解 成 为 两 个 部 分 : 
w(r) = u(r) + Aw(r). 
XT AY u(r) Fk HES PB oH Ar ay BY ee. 因此， Aw(r) 是 系统 中 周 
Hal ALOT FP wir) 的 页 献 , 即 Awr) 是 将 粒子 1 和 2 从 Im-rz|=oo 移 到 


ri — ra| = r MF BAY HE Pl a WE KO RE A Ee. 显然 , 在 低 密 度 极 
R F, 


lim Aw(r) == 0 
Al 而 ， 
g(r) =e?" [1 + O(p)]. 

对 于 密度 较 高 的 情况 , 必须 要 注意 Awr) 对 零 的 偏离 . 在 最 为 成 功 的 
方法 中 , 用 pg(r) 和 u(r) 来 估计 Awl). 这 些 方法 产生 关于 g(r) 的 积分 方 
Fe, 它们 本 质 上 是 平均 场 理 论 . 我 们 在 这 里 不 再 讨论 这 些 更 为 高 等 的 处 理 
方法 . 相反 , 我 们 只 考虑 低 密度 极限 . 

从 能 量 方程 我 们 有 


A 
AE CE anal 


-2 ; dre~"u(r)[1 + O(p)], 


TOC RRP Ar AD E Tr BB BY i FI AR AS Tr FE. —— iE 
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在 这 里 我 们 已 经 用 了 g(r) 的 低 密度 结果 , 同时 AP ENN E- Boy. 注意 到 
AE (BAA/N) 
N 0B | 

其 中 AA 是 (相对 于 理想 气体 的 ) 过 量 交 姆 瞧 兹 自由 能 , BD 


-PAA =1n(Q/Qan). 
于 是 , 对 分 子 表示 式 ! 相 对 于 8 进行 积分 , 得 到 
AA 
-ZBE =E f arf(r) + Ol), 
其 中 
f(r) =e Pe) - 1. 
由 自由 能 的 这 个 表示 式 , 通过 关系 
o(DAA 
ra = pp- p 
可 以 得 到 压强 p. 3R Ain Aa a Ia E 
Bp = p + p° B(T) + O(p’), 
其 中 
Bs(T) = -3 | drf); 
称 为 第 二 位 力 系 数 (second virial coefficient). 


练习 7 了 7.12 将 g(r) = exp[—Bu(r)| 代入 位 力 定 理 中 ,证 明 可 以 得 到 第 二 
位 力 系数 的 相同 方程 . [提示 : 需要 采用 分 部 积分 法 | 
练习 7.13 求 下 列 系 统 的 第 二 位 力 系 数 . 
BE IR ARB: 
u(r) =œ, T<, 
=, r>g, 
u(r) =00, <a, 
一 一 三 ， a<r<a’, 
=0, r>. 
估计 玻 意 尔 温 度 (Boyle temperature) TB [PP Bo(T) 为 零 时 的 温度 ]. 
练习 7.14 对 伦 纳 德 - 琼 斯 势 作 出 Bs(T) 的 图 形 . 


! 即 上 面 从 能 量 方程 给 出 的 SE 的 表示 式 . PEGE 
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87.5 .衍射 法 测量 g(r) 


现在 , 让 我 们 考虑 如 何 来 测量 对 关联 函数 . 这 个 测量 将 必须 探测 小 于 
等 于 儿 个 埃 量 级 的 距离 . 那么 , 如果 使 用 辐射 来 测量 , 它 的 波长 必须 比 1A 
要 小 , 可 以 用 又 射线 或 中 子 获 得 这 样 短 的 波长 .X 射线 散射 的 基本 理论 与 
中 子 的 类 似 , 这 里 我 们 处 理 X 射线. 

X 射线 散射 实验 的 示意 图 如 图 7.7 Bras. 由 于 来 自 位 于 R 处 原子 的 
ACY, 检测 器 上 的 散射 波 是 


[原子 散射 因子 ]|Rp — Rs| exp{ilkin - Rs + kout : (Rp — Rs)]}. 


图 7.7 X 射线 散射 
(这 是 球面 波 , 一 级 玻 因 近似.) 如 果 检 测 器 距 散 射 中 心 很 远 , B 
Rp — Rs| ~ |Rp — Re|, 
其 中 R. 是 散射 唱 胞 中 心 的 位 矢 . 在 这 种 情况 下 , 检测 器 上 的 散射 波 是 
i(k) Ro — R, em oo 


其 中 
k= Rout gi Kin 


是 散射 X 射 线 的 动量 转移 (相差 因子 h), 
fk) 是 原子 散射 因子 . (ERAF k. 为 
什么 ?) 现在 考虑 图 7.8 的 矢量 图 . 因为 光 
子 散 射 几 乎 是 弹性 散射 , 则 |kout| = kinl. 
因此 ， 


an . 
k = |k| = x, Sin 5. 图 7.8 REMA 
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练习 7.15 对 弹性 散射 导出 这 个 公式 
由 于 系统 中 每 个 原子 都 会 发 生 散 射 , 则 在 检测 副 中 有 波 的 全 加 : 


iKout : Rp N 


FF — C ~ik-r, 
(HANI) = IO a Le” 


EP rj 是 第 了 个 原子 的 位 天 . 强度 是 总 散射 波 的 幅 值 的 平方 , 而 观察 到 的 
强度 是 这 个 平方 的 系 综 平均 : 


1(9) = 检测 器 上 观测 到 的 强度 = || f(h)|? / Re — Rp|?| NS(k)， 
其 中 
N 
S(k) = NT? (> exp lik + (7 rn). 


[j=l 
it S(k) 称 为 结构 因子 (structure factor), € -5 g(r) 的 傅 里 叶 变 换 有 一 个 简 
单 的 关系 . 
为 看 出 其 原因 ,将 S(k) 中 对 所 有 粒子 的 求 和 分 成 两 部 分 : 对 自身 的 部 
分 , 即 1=j, 和 不 同 粒 子 的 部 分 , 即 1 关 j. 前 者 有 N 项 , 后 者 有 NN 一 1) 项 ， 
于 是 有 


S(k) =1+N-1N(N — 1) (ee ) 
N(N — 1) f droir- -AU 
J arnee 


= L+ NT f dr: J ar p) (ri, r2) el 0r) 


p*g(ria) 


=1 4+ N! 


T dr T dria 


一 ] 十 p | arg(r)e®* 
因而 , Par dl ATREA g(7) 的 傅 里 叶 变 换 . 因为 傅 里 叶 变 换 是 唯 
一 的 , 由 S(k) 可 以 反 过 来 确定 glr). 
练习 7.16 验证 推导 过 程 中 的 代数 细节 并 进一步 简化 以 证 明 下 式 


OO 
S(k) =1+ =P f dr sin(kr)rg(r). 
ü 
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67.6 液体 中 的 溶剂 化 作用 与 化 学 平衡 


在 生物 物理 与 化 学 领域 中 液态 科学 最 重要 的 方面 之 一 是 : 液态 环境 
在 影 啊 洲 液 中 洲 质 的 构象 平衡 (conformational equilibria) 与 化 学 平衡 中 的 
作用 如 何 . 这 是 溶剂 化 作用 的 研究 对 象 ,并且 这 里 约 化 分 布尔 数 也 与 溶剂 
化 作用 的 实验 观测 紧密 相关 . 

为 了 描述 这 种 关系 , 我 们 从 推导 价 单 无 征 构 的 溶质 物质 的 化 学 势 的 一 
个 公式 开始 , 该 物质 沦 解 于 低 溶 质 浓度 的 流体 中 . AY Bc or PR BON 


0 = Qe Qh? V—(WatNs) [ar f ar™: exp -BUs(r"s) BUas(r sr 4]] 


其 中 QUO QS 是 溶质 -溶剂 混合 物 的 理想 气体 的 配 分 函数 ( 它 分 别 依赖 于 
溶质 与 溶剂 的 分 子 数 Na 和 Ns, WE V 以 及 温度 T), 势能 Us 是 纯 溶 剂 的 
势能 (Ete ve IE r~s 的 图 数 ), Uas RIN Ye A DD oe A es J I AA 
合 引 起 的 对 势能 的 贡献 . 在 配 分 图 数 的 这 个 方程 中 , 我 们 没有 考虑 不 同 溶 
质 物 质 之 间 的 相互 作用 对 势能 的 贡献 . M Y JE YR E E BARAT, 这 些 相 互 作 
用 可 以 忽略 不 计 , 因为 在 这 种 情况 下 , 不 同 浴 质 之 间 的 相互 作用 仅 在 位 形 
空间 中 的 几乎 可 以 忽略 不 计 的 一 小 部 分 区 域 中 发 生 . 然而 , Uas 这 一 项 不 
能 忽略 , 因为 溶质 实际 上 总 和 被 洲 剂 物质 包围 并 与 其 发 生 相 互 作 用 . 

为 了 分 析 Vas 这 一 项 的 影响 , 我 们 采用 一 个 称 之 为 耦合 参数 法 (cou- 
pling parameter method) 的 拉 巧 . 特别 地 , 我 们 令 


Qa = QED OWI VNAtNs) J drNa J drNs exp [—BUs(r%5)— BU as(rXs rN4)] ， 


其 中 0< A<1 是 厢 合 参数 . 当 和 =0 时 , 溶剂 与 溶质 表现 为 彼此 相互 独立 : 
当 入 = 1 时, Q 是 总 的 配 分 函数 . 现在 我 们 考虑 由 于 和 的 改变 引起 的 In@、 
的 微分 变化 . 在 相差 一 个 因子 -8 AY, nQ 是 总 势能 为 Us + AUas 的 一 个 
RAIZ IFE z A h BE 通过 研究 In Qy 相对 于 改变 和 时 的 变化 , 我 们 就 能 
因此 研究 改变 溶剂 与 洲 质 之 间 耦 合 的 可 道 功 . 考虑 到 前 面 的 公式 , 有 


J dr™4 J dr sexp [一 6Us — BAU as] 


其 中 , 为 了 符号 的 方便 我 们 省 略 了 势能 函数 中 的 宗 量 . 
为 进一步 讨论 , 我 们 需要 对 Vas(r ”sr "4) 作 一 些 说 明 . 我 们 假设 它 有 
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对 分 解 的 形式 ， 


Uas(r a T S S al [Tia 一 risl), 
i=1 j=1 

其 中 ra 是 第 1 个 溶质 粒子 的 位 天, rjs 是 第 j 个 浴 剂 粒 于 的 位 天 . 将 此 
表达 式 代 人 dah 的 公式 中 , 并 进行 前 面 几 节 中 已 遇 到 过 的 相同 计算 ， 
可 得 | 
nga = Na | druss (r)Psgas (rA) 
其 中 Ps = Ns/V, 而 att 是 当 整 个 系统 的 总 势能 为 Us +AU as 时 一 
洲 剂 -溶质 对 的 径 加 分布 图 数 . 


练习 7.17 试 导出 这 个 结 
现在 我 们 可 以 形式 上 对 导数 积分 求 出 目 由 能 


—kgT 


A(Ns, Na, V, T) = Aia(Ns, Na, V,T) + AAs(Ns, V,T) 


l 
+Na | dd | druaspsgas(r A), 
0 


其 中 hia EA Fl A E GD AY FA A AY & UE A 2K H h HE, AAs Eti 
剂 的 (超出 理想 气体 的 ) 过 量 辫 姆 霍 兹 自由 能 . 注意 到 1nQo = —B(Aia + AAs) 
可 以 导出 上 述 方程 . 最 后 , 为 完成 分 析 , 将 4 对 Na 微分 可 得 到 无 限 稀 释 情 
况 下 的 化 学 势 为 


(id 
pa = uY + Apa, 


其 中 
Apa = J dà J drpsgas(T; Attias (r), 


LO 是 理想 气体 中 物质 4 的 化 学 势 . 在 练习 7.32 中 将 发 展 一 个 稍微 不 同 
的 方法 导出 Apa 的 这 个 相同 结果 , 并 且 将 会 看 出 实验 上 通过 确定 理想 溶 
液 的 享 利 (Henry) 定律 常数 来 量度 Apa. 

现在 我 们 将 注意 力 转 到 溶液 中 两 种 溶质 彼此 相遇 的 情况 .对 这 种 相 
遇 的 统计 分 析 将 我 们 引导 到 洲 液 中 的 化 学 平衡 和 构象 平衡 的 理论 . 可 以 进 
行 极 为 一 般 的 分 析 , 建议 学 生 尝 试 进行 这 种 推广 . 不 过 , 为 简单 起 见 , 我 们 
限于 讨论 化 学 平衡 

A+ B= AB, 
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这 种 反应 可 以 在 气相 溶剂 中 或 者 在 液态 溶剂 中 发 生 . 一 个 例子 是 , 在 气态 
环境 中 或 者 在 液态 CCl, (VOSA ERR) 中 NO: (ZAA) WY RHE AI R 
N04 (WAZA). 
为 将 经 典 统 计 力 学 的 规则 用 于 这 个 过 程 , 我 们 必须 对 何 时 会 形成 物质 
AB 有 一 个 定义 , 最 好 是 一 个 位 形 的 定义 . 我 们 将 关注 AA B 的 中 心 之 同 
的 距离 r. 每 当 r < R( 这 里 有 是 我 们 必须 指定 的 某 一 长 度 ) 时 , 就 称 形成 了 
ZRH AB. 我 们 将 取 R 为 共 价 键 能 u., WEHI E, 共 价 键 能 有 利于 二 
聚 物 的 形成 . 令 
Hanl(r) =1, r< R, 
=), ra ai, 


则 气相 中 二 聚 物 4 Al BE Dy AY Ze BO} Fl] AC 4d eK BZ Ee (忽略 对 4 类 
物质 和 B 类 物质 内 部 结构 的 任何 考虑 ) 
(id) 
q l = Hu r 
其 中 oas 是 二 聚 物 的 对 称 数 (4 ABHA 1, 4 A= BEA 2), 上 标 “id” 
表示 这 个 表示 式 适 用 于 稀薄 理想 气体 , 其 中 分 子 间 的 相互 作用 可 以 忽略 
相应 地 , 气相 中 的 平衡 第 数 


K= PAB 
PAPB 


申 下 式 给 出 
Kk“) 一 — | drHas(r)e Pan” 
CAB 


在 凝聚 相 中 , 液态 洲 剂 在 缔 合 过 程 (association process) 的 自由 能 量 分 布 
中 起 看 一 定 的 作用 . 考虑 开始 时 分 隔 一 宏观 距离 , 而 最 后 达到 相互 间隔 为 
r 的 4 和 B 对 , 可 道 地 移动 该 A F B 对 通过 深 剂 以 实现 二 蛙 作 用 . 除了 要 
求 溶剂 你 持 在 平衡 态 以 外 , 对 于 洲 剂 中 游 质 物 质 的 深度 没有 任何 限制 . 因 
为 过 程 是 可 逆 地 进行 的 ,溶剂 对 雍 姆 址 北上 和 目 由 能 的 变化 的 贡献 为 Awap(7)， 
这 是 平均 力 的 势 中 的 非 直 接 部 分 . 于 是 总 的 自由 能 为 wapg(r) + Awaglr). 
因此 , 在 液体 中 


K= >] dr Hap(r) exp [—Guap(r) — BAwaAB(7)] 
AB 
= KO Lars yal), 


其 中 


sip (r) cc Hap(rje uaa”) 
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是 气相 中 二 聚 物 AB 的 分 于 间 分 布 图 数 , H 


YAB = e  SAwas(r) 


PRA op A Ağ (cavity distribution function). MA PRA FRAN yaB(r) 
是 一 对 假想 粒子 A A B BY 428 In] OP Afi PRB, 该 对 粒子 彼此 间 不 直接 相互 作 
用 , 而 是 无 限 黎 释 地 溶解 于 溶剂 中 . 这些 假想 粒子 因此 类 似 于 流体 中 的 


rir 


ra 


练习 7.18 证 明 在 液体 中 , 分 子 间 分 布 (intramolecular distribution) H F 
式 给 出 


s49 (r)yas(r) 


sap(r) = ’ | 
/ drs} (r)yaB(r) 


练习 7.19 S Ay 表示 液态 溶剂 中 物质 i 的 (超出 气相 所 得 到 的 ) 过 量 
化 学 势 . 证 明 


ALAR 一 Awa + App = raT In | drs'3(r)yan(r). 


练习 7.20 由 液态 水 中 饱和 烷烃 链 的 溶解 度 发 现 , 作为 一 个 很 好 的 近 
Wh, 在 水 中 , CnH2n42 (烷烃 ) HER HAA Ap 线性 依赖 于 m. 解释 该 观 
测 结 果 .[ 提 示 : 考虑 用 产生 流体 中 “ 空 穴 粒 子 ” 的 某 种 排列 的 可 着 功 来 表示 
过 量化 学 势 ; 也 注意 到 , 对 n 的 线性 依赖 性 是 一 个 很 好 的 近似 而 不 是 精确 
的 结果 .| 对 n> 10, 测 量 Ap 变 得 非常 困难 ,因为 烷烃 在 水 中 的 溶解 度 减 小 . 
此 外 , 如 果 可 以 测量 Au, 你 认为 对 很 大 的 n, 线性 依赖 性 将 会 继续 存在 吗 ? 
TA, FF AE 


87.7 分 子 液体 


当 对 分 子 流 体 (与 原子 流体 相对 ) 进行 散射 实验 时 , 人 们 得 到 来 自分 子 
内 部 和 分 了 于 之 间 的 所 有 原子 对 分 离 的 散射 的 全 加 . 于 是 , 对 单位 体积 分 子 
数 为 p 的 流体 , 实验 探测 下 列 两 个 量 


pgay(7) = 已 知 男 一 个 分 子 中 的 一 个 原子 a 位 于 原点 ， 
位 置 7 处 的 原子 y 的 密度 ， 


以 及 
say(7) = 已 知 同一 分 子 中 的 另 一 个 原子 a 位 于 原点 
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位 置 > 处 的 原子 y 的 概率 分 布 . 
衍射 实验 确定 了 ( 傅 里 叶 变换 空间 中 的 ) 线性 组 合 


Gay = Say(T) + P§ay(T)- 


Gyn (r) 


图 7.9 液 氮 的 对 分 布 图 数 


对 液 氮 , 对 分 布 示意 地 画 于 图 7.9 中 . 在 1.1A 处 的 尖峰 归 因 于 分 子 内 
部 结构 . 特别 是 , No 分 子 的 N-N 键 长 度 为 工 = 1.1A. 其 余 的 性 质 可 以 解释 
如 下 : 因为 液体 是 稠密 的 , 分 子 更 有 可 能 与 它们 邻近 的 分 子 接触 . 于 是 , 在 
3.3A 处 的 主峰 表示 氮 原 子 的 范 德 瓦 尔 斯 直径 大 约 为 = 3.3A. 因为 每 一 个 
原子 通过 化 学 键 与 男 一 个 原子 结合 , 并 且 每 一 个 原子 与 近邻 分 子 中 的 原子 
接触 , 则 一 个 标记 原子 非常 可 能 也 将 有 位 于 ec 二 荆 处 的 近邻 原子 . 这 是 在 
rs (3.3 十 1.1)A 处 在 GNN(r) 中 发 现 肩 峰 或 辅助 峰 的 原因 ， 

对 第 一 配 位 元 层 进 行 积分 给 出 ! 


5.6A 
n= an f Gnn(r)r* dr = 12. 
3A 


于 是 , 在 第 一 配 位 充 层 中 每 一 个 No 分 子 大 约 有 12 个 近邻 . 这 表示 该 这 
层 中 的 结构 在 对 每 一 个 粒子 平均 之 后 有 些 类 似 于 简单 原子 流体 中 的 结构 . 
确实 ,第 二 配 位 壳 层 的 位 置 7.5A = 2(c + L/2) 与 该 思想 一 致 .但 是 , 注意 到 
Gun (r) 的 振荡 在 比 球形 粒子 组 成 的 液体 中 粒子 之 间 的 间隔 更 短 的 距离 中 


! 因 为 每 一 个 Nz 分子 有 两 个 原子 ,围绕 中 心 原子 的 N 原子 的 总 密度 为 2pGww(7). A 
此 , 在 第 一 配 位 帝 层 中 的 总 原子 数 大 约 为 24. 
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就 衰减 掉 了 . 此 外 , 对 双 原 子 流 体 , 峰 更 低 且 更 宽 . 理由 是 , 由 于 存在 两 个 长 
度 标 度 o A OL, 而 不 是 仅仅 范 德 瓦 尔 斯 直径 o 第 二 个 长 度 对 局 部 分 于 加 
结构 引 人 较 大 变化 的 可 能 性 , 这 种 变化 产生 随机 性 , 它 消减 了 对 关联 . 

我 们 刚 描述 的 液体 区 域 的 示意 图 示 于 图 7.10 中 . 


图 7.10 ” 双 原 于 分 子 的 液体 结构 


Gec") 


图 7.11 RAS n- TARIXI AA ew Be 


练习 7.21 ET CH,CH CH CH, 的 碳 - 碳 对 分 布 函数 划 示 于 图 7.11 
中 , 解释 由 该 曲线 中 所 看 出 的 定性 特性 . (必须 注意 到 , 正 丁 烷 有 三 个 稳定 
的 构象 态 : BCH, (trans) RAS, 偏转 (gauche) E+ % AS Fo iat A A HA.) 


液 所 和 了 丁 烷 是 非 缔 合 液 体 (nonassociated liquid), 即 它 们 的 分 子 间 结构 
可 以 用 堆积 来 理解 . TEE RAPRA ER T K|. 或 许 弹 
合 液 体 的 最 重要 的 实例 是 水 . 这 里 , 线形 氧 键 有 助 于 产生 局 域 的 四 面体 有 
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序 性 , 它 不 同 于 由 仅 考 虑 分 子 的 大 小 和 形状 将 预言 的 有 序 性 . REAREN 
强度 在 室温 下 大 约 10kpT. 这 应 该 与 非 缔 合 液体 中 吸引 相互 作用 的 典型 大 
小 (在 三 相 点 处 为 1kpT 到 2kpT) 相 比 较 . 


go” 


图 7.12 三 个 水 分 子 和 两 个 氨 键 


图 7.12 是 三 个 水 分 子 的 示意 图 , 外 侧 的 两 个 氨 与 位 于 中 间 的 分 子 键 
合 . 当 一 个 质子 与 假想 的 未 共享 电子 对 波状 (或 “EL PR) 之 一 重 秋 或 者 靠 
近 时 , 一 个 线形 氨 键 就 形成 了 . 由 所 显示 的 三 个 水 分 子 , 很 容易 理解 为 什么 
氧 键 有 利于 四 面体 有 序 化 . 当然 , 这 种 有 序 化 只 有 在 冰 相 中 才 会 延续 到 很 
大 的 距离 . 在 液 相 时 , 甚至 在 第 一 配 位 壳 层 就 有 足够 的 随机 性 使 得 四 面体 
有 序 化 在 一 到 两 个 分 子 直径 的 范围 内 就 迅速 失去 了 . 实际 上 ,在 室温 下 ,水 
的 氧 - 氧 对 分 布 函 数 看 上 去 如 图 7.13 所 示 . 第 一 个 峰 大 约 位 于 2.8A = opp 
(EIA RKE) 处 , 第 二 个 峰 大 概 在 4.5A ~ 1.6 x 2.8A 处 ,这 正 是 从 四 面体 
结构 所 预期 的 . 进一步 , 对 第 一 配 位 壳 层 进行 积分 , 有 


3.5A 
n= ip | goo(r)r* dr = 4. 
0 


(A EE tH ACs, 对 关联 实质 上 已 经 消失 . 取向 关联 在 比 平 动 关联 
其 至 更 短 的 距离 内 消失 . 可 以 从 示 于 图 7.14 的 OH 和 HH 的 分 子 间 分 布 孙 
数 的 行为 中 得 出 上 述 事 实 . 显然 , 这 些 曲 线 中 的 所 有 性 质 仅 由 于 第 一 配 位 
层 序 层 的 结构 而 产生 . 因此 , 液态 水 的 结构 是 高 度 畸 变 的 氨 键 物质 的 随机 
网 络 . 

将 水 的 分 布 图 数 和 非 缔 合 流体 的 那些 分 布 图 数 相 比 是 非常 有 趣 的 . 回 
忆 起 对 于 简单 流体 , g(r) 的 第 二 个 峰 出 现在 两 倍 于 第 一 个 峰 的 位 置 处 . 对 
于 固体 , 在 V2o 处 没有 第 二 近邻 峰 的 痕迹 . 进一步 , 非 缔 合 液体 的 有 效 堆积 
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图 7.13 液态 水 中 氧 - 氧 径 向 分 布 函 数 ”图 7.14 液态 水 中 的 H-H 和 O-H 分 布 


倾 回 于 使 每 个 分 子 的 第 一 配 位 元 层 有 12 个 近邻 . 作为 对 比 ,水 中 的 一 个 水 
分 子 大 约 有 4 个 最 近邻 , 且 有 明显 的 冰 结 构 的 痕迹 , 其 中 第 二 近邻 出 现在 
1.6oHB 处 . 这 种 局 部 的 水 结构 是 非常 脆弱 的 . 四 面体 有 上 序 性 是 填充 空间 的 
一 种 非 有 效 的 方式 , 因为 大 部 分 的 空间 仍然 没有 被 占据 . 产生 这 种 局 部 结 
构 需 要 大 的 氢 键 能 , 而 就 堆积 而 言 , 是 不 利于 这 种 结构 的 形成 的 . 但 是 它 刚 
好 仅 能 与 堆积 对 抗 . 因此 , 古 构 是 很 脆弱 的 , Te] h E BY Se ROBY Yi BE HK Ei 
性 所 表明 的 . 


练习 7.22* 水 的 一 个 反常 行为 是 它 的 非常 大 的 热 容量 C. 对 水 ， 
Cu,( 液 相 ) 一 0,( 气 相 ) = 20R, 而 对 大 多 数 液 体 这 个 数值 是 2 到 5R. 证 明 
该 行为 是 术 结 构 相 对 大 的 温度 依赖 性 的 直接 表现 形式 . [提示 : 考虑 将 内 能 
与 对 关联 函数 联系 起 来 .| 

因为 四 面体 有 序 性 在 流体 中 留 下 了 未 占用 的 空间 , 很 明显 , 等 温 加 压 
( 它 将 减少 每 个 粒子 的 体积 ) 将 试图 破坏 局 部 结构 . 于 是 , 水 的 有 序 性 将 随 
压强 的 增加 而 降低 . 在 非 缔 合 液体 中 , 更 高 的 压强 将 会 导致 更 紧密 的 堆积 , 
因而 有 更 高 的 有 序 性 . 增加 压强 或 密度 导致 水 中 更 低 的 有 序 性 , 这 个 事实 
是 造成 如 在 4°C 和 一 个 大 气压 下 所 发 现 的 水 密度 最 大 的 直接 原因 . 


练习 7.23 证 明 该 表述 .| 提示: 注意 (Os/Op)p = —(Ov/OT),.] 


87.8 硬盘 系统 的 蒙特 卡 罗 模 拟 


在 前 面 几 市 中 , 我 们 已 经 描述 了 液 相 对 关联 函数 的 许多 一 般 性 质 . 进 
一 步 , 我 们 已 经 表明 , 由 关于 作用 在 原 于 和 分 子 之 间 的 粒子 间 相 互 作 用 势 
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的 基本 知识 如 何 可 以 来 预测 这 些 果 数 的 定性 行为 . 例如, 关注 分 于 形状 的 
堆积 效应 或 者 几何 性 质 的 讨论 可 以 用 来 理解 多 数 稠密 流体 的 结构 行为 . 然 
而 , 对 于 像 水 这 样 的 缔 合 液体 , 必须 考虑 与 方向 高 度 相 关 并 且 非 党 强 的 氧 
键 的 效应 . 

为 了 超出 前 面 的 定性 图 像 , 并 对 这 些 相互 作 用 势 和 液体 结构 之 间 的 联 
系 进 行 定 量 地 处 理 , 需要 进行 以 某 种 方式 按 多 粒子 分 布 


P(r’) x exp[-8U (r^ )), 


精确 地 抽样 这 样 的 一 些 计算 . 对 于 这 个 问题 有 几 种 解决 的 方法 , 其 中 有 的 
方法 使 用 解析 处 理 , 它们 涉及 各 种 不 同类 型 的 微 扰 理 论 以 及 平均 场 近似 . 
在 这 之 中 有 几 种 技术 在 解释 液态 的 性 质 方面 是 非常 成 功 的 . 然而 , 尽管 它 
们 具有 固有 的 计算 上 的 简单 性 , 如 果 没 有 计算 机 模拟 的 同步 进行 , 解析 方 
法 将 得 不 到 适当 的 发 展 和 检验 . 模拟 是 数值 实验 , 可 用 来 检验 解析 理论 中 
所 采用 的 近似 的 准确 度 . 进一步 来 说 , 尽管 会 涉及 很 繁杂 的 数据 , 但 模拟 方 
法 在 概念 上 远 比 解析 方法 要 简单 的 多 , 因为 后 者 往往 比 前 者 需要 更 为 复杂 
高 深 的 数学 . 

在 第 六 章 中 ,我们 介绍 了 过 特 卡 罗技 术 , 它 作 为 这 样 一 种 方法 用 来 人 赋 
究 离散 品格 模型 中 的 涨 落 . 在 本 市 中 , 我 们 将 表明 这 种 数值 抽样 方案 如 何 
能 够 扩展 到 上 自由 度 是 连续 的 流体 的 ， 我 们 讨论 的 特殊 模型 是 一 个 二 维 硬 
盘 流 体 . 这 个 模型 可 能 是 最 简单 的 系统 , 它 显 示 很 多 最 重要 的 结构 现象 , 而 
这 些 现 象 会 出 现在 自然 界 中 发 现 的 许多 稠密 流体 系统 中 . 


练习 7.24 利用 计算 机 模拟 , 科学 家 已 经 观察 到 , 一 个 二 维 硬盘 流体 
(每 个 硬盘 的 直径 为 o) 似乎 变 得 不 稳定 , 当 该 流体 被 压缩 到 其 密度 高 于 密 
堆积 密度 po 的 70% 时 . 在 高 于 这 个 密度 时 , 系统 将 凝结 为 一 个 周期 晶体 . 
Pop 的 值 为 多 少 ? 关于 硬盘 固体 的 晶体 结构 又 能 作 些 什么 预测 ? 


从 伊 半 模型 的 米 特 罗 波 利 斯 宜 特 卡 罗 方 法 到 流体 的 米 特 罗 波 利 斯 坦 
特 卡 罗 方 法 的 推广 相对 来 说 是 比较 直接 的 . 但 是 , 对 于 表征 流体 位 形 的 连 
续 变 量 来 说 , 数值 算法 将 会 变 得 更 困难 , 并 且 比 伊 芋 模型 需要 更 多 的 计算 
时 间 . 在 计算 伊 辛 模型 时 , 大 多 数 算 术 运 算 可 以 约 化 为 乘 以 0 和 1 的 运算 . 

这 种 附加 的 数值 计算 的 复杂 性 可 以 与 所 需要 增加 的 概念 复杂 性 进行 
对 比 . 概念 复杂 性 是 在 将 第 五 草 中 给 出 的 伊 革 模型 的 微 扰 论 和 平均 场 处 
理 方法 推广 为 连续 流体 的 类 似 理 论 时 产生 的 . 


练习 7.25* 尝试 将 5.4 节 中 所 用 的 分 子平 均 场 处 理 方 法 推广 到 对 相 
互 作 用 为 ulr) 的 连续 流体 的 情况 . 如 果 你 成 功 地 进行 了 推广 , 则 超越 平均 
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场 方 程 mm = tanh[BuH + BzJm|] 对 应 的 类 似 方程 为 
PA = cexp Bor -6 f ar’ (o(r'))ullr =r"), 


LP c ZU EK, olr) 为 外 势能 场 . 值得 注意 的 是 , 这 个 关系 是 关于 位 置 
r 处 的 平均 密度 (p(7)) 的 积分 方程 . 提出 一 些 方 法 (数值 的 或 者 /以 及 解析 
的 方法 ) 由 此 可 以 求解 这 个 方程 
所 谓 流 体 的 “积分 方程 理论 "是 建立 在 像 这 里 所 说 明 的 平均 场 近 似 的 
基础 之 上 的 . 
在 一 个 硬盘 流体 中 , 粒子 对 ij 之 间 的 势能 是 : 
u(ri;) =00, Tij <O, 
=0, Tij > 
其 中 
73, = (1i — z)? + (ue — wy)? 
在 这 里 (zi, yi) 十 粒 于 i 的 出 卡 儿 坐 标 . 在 下 面 所 列 出 的 程序 中 , N = 20 硬 
盘 被 放置 在 边 长 为 工 的 正方 形 唱 胞 中 . 粒子 密度 p= N/L 由 工 的 值 决定 ， 
mW Efe o 是 长 度 单位 . 这 里 我 们 应 用 周期 性 边界 条 件 , 于 是 如 果 一 个 粒 
子 在 一 步 模拟 中 离开 这 个 唱 胞 时 , 另 一 个 粒子 从 另 一 边 进 人 这 个 晶 胞 . 例 
如 , WRAT 的 中 心 在 一 个 蓉 特 卡 罗 步 中 从 (xiy) 变 为 (zi +ô, yi), 并 且 
如 果 zi +6 是 在 品 胞 之 外 的 一 个 位 置 , 则 粒子 i 的 中 心 的 新 位 置 实际 上 取 
为 (zi 十 6 一 L,yi). 注意 ,通过 仅 考 虑 从 一 个 晶 胞 到 另 一 个 晶 胞 周期 重复 的 
AS HE a Ye, 这 种 拓 型 的 边界 条 件 相 应 于 模拟 一 个 无 限 系 统 . 
在 确定 了 系统 的 初 位 形 = (11, Ys Ti Yis" > EN, YN) 之 后 , 一 个 
盘 由 它 的 位 置 (z,y) 指定 . 依次 考虑 每 个 盘 . 所 考虑 的 那个 盘 可 能 的 新 位 
置 由 两 个 随机 数 选 定 , 它们 是 区 间 [—del, del] 中 的 Ar 和 Ay, HP “del” 是 
Se EF Ay val a, 以 给 出 大 约 30% 的 可 能 性 接受 新 位 置 . (在 附录 中 列 出 的 
Fe PrP “del” PUETE [0.05,0.1 范围 内 似乎 运行 得 比较 好 .) 可 能 的 新 位 置 为 
(£z + Ar, y + Ay). 在 可 能 的 新 位 形 "> 和 老 位 形 ry 之 间 的 能 量 差 AU 或 
为 0, QAR BE AN AR A PB: 或 为 00, 如 果 任 一 盘 重 至 的 话 . 回忆 起 第 六 章 中 
按照 去 特 卡 罗 方 法 的 米 特 罗 波 利 斯 算法 , 如 果 


exp(—GAU) > a, 


则 新 位 形 将 被 接受 , 这 里 zz 是 介 于 0 和 1 之 间 的 一 个 随机 数 . 否则 , 该 移动 
IEE. 在 便 盘 的 情况 , exp(—GU) 或 者 为 0 或 者 为 1. 故 接受 判 据 仅仅 由 
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新 位 形 是 否 引 入 粒子 的 重 全 来 确定 . 轨迹 按照 上 面 的 描述 从 一 步 移 到 男 
一 步 , 如 果 到 位 形 re Nae oS RATES, 则 在 第 上 +1 步 的 位 
形 为 

rn (t+1)=r^ (t), 
MURRA EE, 则 位 形 为 

r (t+1)=r 


从 上 述 这 样 一 条 轨迹 中 可 以 计算 的 一 个 性 质 是 径 同 分 布 消 数 glr). 特 
别 地 , 可 以 对 两 盘 之 间 的 特定 间距 的 出 现 求 平均 . 为 计算 这 个 平均 值 , 考虑 
与 茶 一 标记 粒子 了 相距 7 的 球 元 中 的 平均 粒子 数 . 球 壳 的 厚度 取 为 0.10. 
这 个 长 度 增 量 将 是 我 们 在 其 上 分 辩 g(r) 的 最 小 长 度 . & (nj(7)) 为 距离 7 处 
的 球 元 中 的 平均 粒子 数 , 则 


1 T 
(nj(r)) = 7 2 nlr), 


其 中 njlr) 是 球 元 内 迭代 (pass)i 中 的 粒子 数 . 这 里 ,了 是 总 的 迭代 数 , A 
一 个 迭代 对 应 于 N 步 . 这 个 平均 值 与 哪 一 个 粒子 是 标记 粒子 无 关 . 令 


或 者 
(nln) = Fu) = sR Yat), 


j=1 j=l i=1 


QW AR AL FZ [a] FC SCR, 则 在 距离 7 处 的 球 壳 内 的 平均 粒子 数 为 
(2(T)) seme = ( 球 元 的 面积 )p(N — 1)/N, 
其 中 p 是 液体 的 密度 , 而 (N —1)/N 是 对 标记 粒子 不 能 位 于 距离 r 处 的 球 
完 中 的 修正 . 现在 g(r) 可 表示 为 
(n(7)) 

(72(T) mee 

N T 

p> 2 nyl) 
( 球 元 的 面积 )(N — 1)Tp 


本 昔 末 附录 中 的 程序 使 用 了 上 述 算法 , 它 是 用 BASIC 语言 编写 的 , 可 在 蔷 
果 从 司 的 Macintosh 系统 中 运行 . 


g(r) = 
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随 着 轨迹 的 延伸 , g(r) 的 统计 行为 不 断 改 进 . 从 Macintosh 的 显示 中 稚 
取 的 图 7.15 说 明了 在 密度 po? = 0.7 时 统计 的 演化 情况 . 


gr) 
| 4 
3 
2 
NY 
o 2 3 
g(r) 
T. 
4 
| 2 
1 
2 fi J 2 3 
迭代 =50 r 选 代 =700 r 
粒子 数 =20 PT BL =20 
密度 =0.7 密度 =0.7 


图 7.15 便 盘 系统 的 蒙特 卡 罗 模 拟 


练习 7.26 讨论 g(r) 的 统计 累积 如 何 依赖 于 球 壳 厚度 的 大 小 . 

练习 7.27 ME “del” 的 大 小 并 因此 影响 了 可 接受 移动 的 百分比 , 以 
此 对 蒙特 卡 罗 轨 迹 的 演化 进行 实验 . 注意 , 如 果 “del” kk, 几乎 所 有 移动 
将 被 拒绝 ,系统 的 位 形 将 不 能 对 位 形 空间 进行 有 效 的 抽样 . 类 似 地 , 如 果 
“del” Ky, 则 几乎 所 有 移动 将 被 接受 , 但 是 步 长 如 此 之 小 , 抽样 将 仍然 不 
是 有 效 的 . 这 样 似 乎 存在 一 个 最 佳 的 中 间 范 围 . 你 能 想 出 一 个 判 据 来 确定 
最 佳 的 步 长 选择 吗 ? 


附加 练习 


7.28. 考虑 温度 为 了 的 稀薄 所 原子 气体 , 计算 作为 下 的 函数 的 下 列 各 平 
均值 : 


(a) (vz), (b) (vp), (©) (v?), (d) (ve), (6) ((ve + bry)”), 


其 中 wz 和 vw， APARATE EGP ILL BRA PHD E. 讨论 
气体 被 等 温 压 缩 至 液化 点 以 及 被 继续 压缩 至 凝固 点 时 所 得 结果 如 何 
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变化 . 
7.29. 者 虑 一 由 NN 个 可 分 辨 的 无 相互 作用 的 谐振 子 构成 的 系统 , 其 哈密 顿 
量 为 


2 
门 = 
ri— r. | 


N p? N 4 
ade? a 


其 中 mt) 是 第 i 个 振子 粒子 的 平衡 位 置 . 
(a) 假设 振子 遵循 薛 定 请 方程 , 确定 该 系统 的 正则 配 分 函数 . 
(b) 假设 振子 遵循 牛顿 运动 方程 , 确定 该 系统 的 配 分 函数 . 
(c) 证 明 (a)(b) 中 所 得 结果 在 高 温 极 限 下 一 致 . 
7.30. 考虑 一 有 对 可 加 势 以 及 三 体 势 的 经 典 粒 子 系 统 , 证 明 第 二 位 力 系 数 
与 三 体 势 无 关 . 


1 2 : =] N 


图 7.16 局 限于 固定 长 度 的 一 条 线 上 的 硬 杆 经 典 流体 


7.31. 在 本 问题 中 , 者 虑 如 图 7.16 所 示 的 平衡 经 典 流 体系 统 , 其 中 N 个 硬 
杆 局 限 在 长 为 工 的 一 条 直线 上 运动 . 每 个 硬 杆 的 长 度 为 1,p, =I'2 
SE p= N/L 的 窗 堆 积 值 . 系统 的 变 姆 堆 兹 自由 能 为 


L L 
-64 =I1n wy | dm/ dewe |. 
0 0 


其 中 Bt =kpT,U 是 依赖 于 杆 的 位 置 zl ,ZN HEAR, A 是 德 布 
罗 意 热 波长 . 压强 由 下 式 给 出 
O(—BA) 


pp=— pr 


对 分 布 函数 定义 为 
palz) = 已 知 另 一 杆 在 原点 , 在 位 置 了 处 杆 的 平均 密度 . 
注意 ,zz TETK, 并 且 为 简单 起 见 , 假设 原点 远离 墙壁 
(a) 在 高 密度 (但 小 于 poe) 情况 下 , 画 出 z>0 的 gz) 的 带 标 记 的 


草图 . 
(b) 在 p 一 0 的 情况 下 , 秀 出 fT>0 的 g(x) 的 另 一 个 带 标 记 的 草图 . 
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(c) 定性 地 描述 g(x) 如 何 随 温度 了 变化. 
(d) 当 p 一 ps, 计算 下 列 积 分 的 值 


(3/2) 
/ dz g(x). 
0 


(ec) 以 N. pT AB RE, 计算 (i) 一 个 杆 的 平均 速度 ,(ii) 一 个 杆 的 
平均 速率 , (iii) 一 个 杆 的 平均 动能 ,(iv) 整个 N 个 粒子 系统 的 内 能 . 

(f) 用 一 点 (不 太 多 的 ) 巧妙 的 计算 , 可 以 证 明 该 系统 的 压强 与 密 
度 的 关系 由 下 么 给 出 

和 

其 中 心 与 密度 无 关 . (i) DEGAREY DK? (ii) 找 出 必 与 第 二 位 力 系 
数 的 关系 , 并 利用 此 关系 计算 b 用 和 1 表示 . 

(g) 进行 上 面 (f) 中 所 提 到 的 巧妙 计算 . 

7.32. (a) 考虑 气态 氨 , 忽略 氨 原 子 的 内 部 结构 并 且 假 设 经 典 力学 适用 . 使 
用 统计 热力 学 计算 方法 , 证 明 在 极 低 密度 极限 下 , 气态 氨 的 化 学 势 由 
下 式 给 出 

Bu = f(8)+ Inop, 


其 中 f(B) 仅 是 8=1/kpT 9 BH, p=N/V 是 氨 的 密度 . 

(b) 现在 考虑 所 以 低 浓度 溶解 在 液态 水 中 , 证 明 该 系统 中 氨 的 化 
FAA 

Bu = f(G)+lInp+ bånn, 

其 中 f(B) 与 (a) 中 出 现 的 量 相同 , p 是 水 中 氨 的 密度 , Au 是 过 量化 学 
势 , 它 在 氨 与 水 分 子 不 相互 作用 的 假想 极限 下 为 堆 (该 过 量化 学 势 是 
热力 学 变量 8 和 p, 的 函数 ,其 中 p, 是 水 的 密度 ). 

(c) 当 黎 薄 的 氨 蒸 汽 与 氨水 溶液 处 于 平衡 时 , 氨 蒸 汽 的 压强 p it 
循 亨利 定律 

p= Tka, 


其 中 六 是 水 中 所 的 摩尔 分 数 , Bp 


i= 上 
p+ pw 


ky 是 享 利 定律 常数 . 证 明 


we 
Pw 


Ky = B~* pw exp (GA). 
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(d) 水 氨 溶 液 的 势能 是 非常 复杂 的 , 它 依 赖 于 所 有 水 分 子 的 取向 
和 位 置 VRE KS FRB RR ZB HBS. 假设 辜 合 的 形式 
是 这 样 的 ,使 得 
N 
Duaw (Ir — ril) 


i=] 


是 与 位 置 7 处 的 氨 原 子 相 关联 的 势能 . 这 里 ,7; 是 第 i 个 水 分 子 中 心 的 
位 置 ,N 是 总 的 水 分 子 数 . 如 果 情 况 如 此 , 证明 


exp (—GAp) = (TI EXP [Ataw (|r 一 D ' 
W 


i=l 


其 中 (…)w 表示 对 所 有 水 分 子 坐 标的 正则 系 综 平 均 .( 它 由 所 有 水 分 子 
的 总 势能 的 玻 尔 兹 曼 因 子 加 权 计 算 的 .) [提示 : 将 An 想象 为 有 溶质 时 
和 没有 溶质 时 水 的 亦 姆 霍 兹 自由 能 之 差 」 RE, 使 用 这 个 结果 证 明 


l 
an= | AA | dr owgan (ri Atn (7): 
HP gaur A 是 氨 - 水 径 向 分 布 函 数 , 它 是 对 溶解 于 水 中 的 一 个 氨 原 


子 的 , 而 这 个 氨 原 子 通 过 对 势 Xu w(r) 与 水 耦合 . 
7.33.* 考虑 位 力 定 理 状 态 方程 (参见 练习 7.11). 对 于 一 个 二 维 硬 盘 流体 ， 


证 明 
1 arogr)r Se 
ey drr*g(r) M 


2 
=] + 一 Talat), 


其 中 glot) Æ g(r) 的 接触 值 (contact value). [提示 : 在 最 后 一 个 等 号 中 ， 
注意 到 一 Bg(r yt 2am = y(r)< exp[- Bu(7) 这 里 y(r) = exp[—BAw(r)] 是 
ERARA LI LES HA EMA RA O’ AR 

7.34. 使 用 硬盘 的 蒙特 卡 罗 程 序 以 及 练习 7.33 的 结果 计算 硬盘 流体 的 压 
强 . 注意 , 为 得 到 glat) 必须 从 大 于 oa Hr 值 进行 外 推 . 尝试 一 下 线性 
外 推 . 将 你 的 结果 与 下 面 给 出 的 压强 的 估算 值 进行 比较 对 误差 来 源 
(例如 , 有 限 的 平均 时 间 , 小 的 系统 尺寸 等 等 ) 进行 评析 . 
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(Pcp/p)* (6p/p) 
30 1.063 
5 1.498 
2 3.424 
1.6 5.496 
1.4 8.306 


apo, = 密 堆积 密度 
来 源 :J. J Erpenbeck and M. Luban, Phys. Rev., A32, 2920 (1985). 这 些 数字 是 由 性 能 
非常 高 的 计算 机 计算 所 得 ,不 确定 度 在 小 数 点 后 第 三 位 . 


7.35. 考虑 一 个 具有 如 下 形式 势能 的 经 典 流体 ， 


U(r”) = 2. u(|ri 一 Tj|). 


i>j=1 
设想 将 对 势 分 为 两 个 部 分 : 
u(r) = uo(r) + ui1(7). 


uo(r) 称 为 参考 势能 , 定义 参考 系统 是 总 势能 为 下 式 的 系统 


N 


>> uollri — r;l). 


i>j=1 


对 势 的 余下 部 分 ulr) 则 是 微 扰 对 势 . 
(a) HA Re A a AMER A WHE FAA E 


A A 1 f 
hla i. val dà | drus(r)ga(r), 


其 中 Ay 是 参考 系统 的 自由 能 , glr) 是 假想 系统 的 径 向 分 布 函 数 , 该 候 
想 系统 的 对 势能 为 uo(r) + Xui(r). 参考 系统 和 假想 系统 与 完整 系统 有 
相同 的 密度 p =X 温度 和 粒子 数 N. [提示 : 先 计算 d4A/dA, 这 里 A 
LMBAAMEMEXA WHE, 然后 注意 到 


(b) 导出 下 列 极限 
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其 中 g(r) 是 参 者 系统 的 径 向 分 布 函 数 .| 提示 : 回忆 第 五 章 讨 论 的 吉 布 
M-RE- ZHAHIR] 

这 些 关系 构成 了 流体 热力 学 微 扰 理论 的 基础 . 这 些 理论 以 关于 参 
考 流体 系统 的 性 质 (例如 , 由 计算 机 模拟 确定 的 硬 球 流 体 的 性 质 ) 的 知 
识 作 为 出 发 点 , 然后 通过 计算 从 参 者 系统 的 势能 变 为 所 感 兴 趣 的 系统 
的 势能 时 相关 自由 能 的 变化 , 由 此 推演 出 其 它 流体 的 性 质 . 
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关于 本 章 主 题 的 标准 高 等 着 作 是 
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MoO R 


硬盘 的 蒙特 卡 罗 程 序 : 


REM***MONTE CARLO 

REM***#an input file "data" is needed where the first n lines contain 
REM***the coordinates of the disks, the next line contains the total 
REM*#**number of passes, and the last mg lines the total number found 
REM***in each g(r) shell. "data" is updated with each run. 

REM+**"del" is the maximum step size. "n" is the number of disks. 
REM***"rho" is the density of disks. The screen is printed every "“mcopy" 
REM***times. "mg" is the number of divisions in G(r). "pas" is the number 
REM*** of passes. "rgmax" is the maximum of the range G(r) is calculated 
REM*** over. G(r=1) is found by linear extrapolation. ---John McCoy--- 
REM*** To stop program, type "command ." followed by "menu reset" 

del=.05 

n=20 

mcopy=1000 

mg=15 

PRINT "Input number of passes." 

INPUT pas 

rgmax=2.5 

dgr=(rgmax-1)/mg 

pac = 100/n 

PRINT “ If you wish to start from previous run in file data, type 1;" 
PRINT " If you wish to start new run, type 0." 

INPUT istart 

IF istart=0 THEN PRINT "Input a density between 0 and 0.85." 

IF istart=0 THEN INPUT rho 

IF istart=1 THEN PRINT “input 1 if you wish to keep old g(r) data, else input 0." 
igr=1 

IF istart=1 THEN INPUT igr 

DIM £(15),fmn(15) ,r(15) ,ddr(15) ,g(15) 

IF istart=1 THEN OPEN "data" FOR INPUT AS #1 

IF istart=0 THEN OPEN "datazero" FOR INPUT AS #1 

IF istart=1 THEN INPUT #1, rho 

ppres =rho*3.141593/2 

sig=(rho/n)~.5 

rmax=4*sig 

srgmax=rgmax*sig 

reir4=F1IX(100*sig) 

FOR i=1 TO mg 


1 该 程序 由 John D. McCoy 编写 . 


r(i)=1+(i-.5)*dgr 

NEXT i 

dd=3.14*(n-1)*rho 

FOR i=1 TO mg 

ddr (i) =dd*((1+(i) *dgr) “2-(1+(i-1) *dgr) ~2) 


NEXT i 
t$="monte carlo" 
IN: 


CALL HIDECURSOR 

LET today$=DATE$ 
MENU 1,0,1," Monte Carlo " 
MENU 2,0,1," " 

MENU 3,0,1,"Hard Disks " 
MENU 4,0,1," " 
MENU 5,0,1,today$ 
WINDOW 1,t$,(0,20)-(550,350) ,3 
DIM x(20),y(20) 
RANDOMIZE TIMER 

FOR I=1 TO n 

INPUT #1,x(1I),y(I) 
NEXT I 

INPUT #1,pps 

IF igr=0 THEN pps=0 
FOR i=1 TO mg 

INPUT #1,f(i) 

IF igr=0 THEN f(i)=0 
NEXT 1 

CLOSE #1 

drw: 

CALL MOVETO(240,25) 
PRINT 5, 

CALL MOVETO(240,65) 
PRINT 4, 

CALL MOVETO(240,105) 
PRINT 3, 

CALL MOVETO(240,145) 
PRINT 2, 

CALL MOVETO(240, 185) 
PRINT 1, 

CALL MOVETO (240,225) 
PRINT O, 

CALL MOVETO(240,125) 
G$="g" 
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PRINT G$, 
CALL MOVETO(259, 240) 
PRINT 1, 
CALL MOVETO(339,240) 
PRINT 2, 
CALL MOVETO(419,240) 
PRINT 3, 


CALL 


r$="r 


MOVETO (359, 255) 


PRINT r$, 


CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 
CALL 


MOVETO (20,20) 
LINE (0,200) 
LINE (200,0) 
LINE (0,-200) 
LINE (-200,0) 
MOVETO (270,20) 
LINE (0,200) 
LINE(160,0) 
MOVETO (270,20) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270,60) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270,100) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270,140) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270, 180) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270,220) 
LINE (-5,0) 
MOVETO (270,220) 
LINE (0,5) 
MOVETO (310,220) 
LINE (0,5) 
MOVETO (350, 220) 
LINE (0,5) 
MOVETO (390 , 220) 
LINE (0,5) 
MOVETO (430,220) 
LINE (0,5) 
MOVETO (40,250) 


pas$="passes=" 
PRINT pas$,pps, 
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CALL MOVETO (40,265) 
mov$="particles=" 
PRINT mov$,n, 

CALL MOVETO(40,280) 
den$="density=" 
PRINT den$,rho, 

gi$ = "g(r=1) =" 
pre$ ="P “rho =" 
ac$ = "Maccept=" 
FOR i=i TO n 
xx=200*x(i)+20 
yy=200*y (i)+20 
CIRCLE (xx,yy) ,rcir#,33 
NEXT i 

FOR k=1 TO pas 
acci = 0 

FOR j=1 TO n 
r=1-2*RND(1) 
xn=x(j)+del*r 
r=1-2*RND(1) 

yn=y (j)+del*r 
xxo1=x(j) 

yyol=y(j) 
xx0=200*xx01+20 
yyo=200*yyo1+20 
FOR jj=1 TO mg 
fmn(jj)=f (jj) 

NEXT jj 

FOR ij=1 TO n 

IF ij=j THEN GOTO 10 
rx= x(ij)-xn 


ry= y(ij)-yn 


IF rx>.5 THEN rx=rx-i ELSE IF rx<-.5 THEN rx=rxti 
IF ry>.5 THEN ry=ry-1 ELSE IF ry<-.5 THEN ry=ry+i 


r=(rx "2+ry 2 ) .5 
IF r<sig THEN GOTO newl 


IF r>srgmax THEN GOTO 10 


xxx=((r/sig)-1)/dgr 
1i=FIX (xxx) +1 
fmn(ii)=fmn(ii)+1 
10 : 

NEXT ij 


acch = acci + i 
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GOTO new2 

NEW1 : 

xn =xxol 

yn=yyol 

FOR jj=1 TO mg 

fmn(jj)=f (jj) 

NEXT jj 

FOR ij=1 TO n 

IF ij=j THEN GOTO 20 

rx= x(ij)-xn 

ry= y(ij)-yn 

IF rx>.5 THEN rx=rx-1 ELSE IF rx<-.5 THEN rx=rx+1 
IF ry>.5 THEN ry=ry-1 ELSE IF ry<-.5 THEN ry=ryti 
r=(rx 2+ry 2 )~.5 

IF r>srgmax THEN GOTO 20 
xxx=((r/sig)-1)/dgr 

ii=FIX(xxx)+1 

fmn(ii)=fmn(ii)+1 

20 : 

NEXT ij 

NEW? : 

FOR jj=i TO mg 

f (jj)=fmn(jj) 

NEXT jj 

x(j)=xn 

y(j)=yn 

IF x(j)<O THEN x(j)=x(j)+1 ELSE IF x(j)>1 THEN x(j)=x(j)-1 
IF y(j)<O THEN y(j)=y(j)+1 ELSE IF y(j)>1 THEN y(j)=y(j)-1 
xx=200*x(j)+20 

yy=200*y (j)+20 

CIRCLE (xxo,yyo) ,rcir,,30 

CIRCLE (xx,yy),rcir%,33 

NEXT j 

CALL MOVETO (20,20) 

CALL LINE (0,200) 

CALL LINE (200,0) 

CALL LINE (0,-200) 

CALL LINE (-200,0) 

pps=ppst1 

FOR jj=1 TO mg 

g(jj)=f0jj)/ (ddr (jj)*pps) 

NEXT jj 

CALL MOVETO((270+(r(1)-1)*80) , (220-g(1)#40)) 


rech(0)=0 
rec4(1)=271 
rech (2)=219 
rec4(3)=550 
CALL ERASERECT (VARPTR(rec%(0) )) 
FOR jj=1 TO mg-1 
xg=(r(jj+1)-r(jj))*80 
yg=(g(jj)-g(jj+1))*40 
CALL LINE(xg, yg) 
NEXT jj 
gcont = 1.5*g(1) 一 .5*g(2) 
pres = 1 + ppres*gcont 
CALL MOVETO(240, 280) 
PRINT g1$,gcont, 
CALL MOVETO(240,295) 
PRINT pre$,pres, 
pacc = acc/*pac 
CALL MOVETO(40,295) 
PRINT ac$,pacc, 
CALL MOVETO(40,250) 
PRINT pas$,pps, 
pptest=mcopy*FIX(pps/mcopy) 
IF pptest=FIX(pps) THEN LCOPY 
NEXT k 

Out: 
OPEN "data" FOR OUTPUT AS #2 
WRITE #2,rho 
FOR I =1 TO n 
xn=10000*x (i) 
yn=10000*y (i) 
xn=FIX (xn) /10000 
yn=FIX (yn) /10000 
WRITE #2,xn,yn 
NEXT i 
WRITE #2,pps 
FOR i=1 TO mg 
WRITE #2,f(1) 
NEXT i 
CLOSE #2 
WINDOW CLOSE 1 
MENU RESET 
END 
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The following is an example of "data". 


1066, . 
1701,. 
8325,. 
5354,. 
3416, . 
5394,. 
g991,. 
4555,. 
0682,. 
6273,. 
7359,. 
8751,. 
2997,. 
5054,. 
1676,. 
7247 , . 
3633, . 


6547 
3779 
2036 
653 

5222 
8737 
8427 
3365 
061 

4221 
0271 
6159 
9926 
1171 
8473 
7575 
8048 


993, .3025 


8265, . 
2705, . 


3979 
1882 


第 八 章 
非 平 衡 系 统 的 统计 力学 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 使 用 统计 力学 摘 述 了 可 逆 不 含 时 的 平衡 性 质 . 
现在 我 们 进入 一 个 新 领域 , 讨论 不 可 逆 含 时 的 非 平 衡 性 质 . 非 平 衡 性 质 的 
一 个 例子 是 , 当 一 个 系统 锌 外 力 扰 动 时 , 系统 吸收 能 量 的 速率 . 如 采 以 单一 
频率 进行 扰动 ( 即 单 色 扰 动 ), 那么 这 个 例子 中 的 非 平 衡 性 质 就 是 材料 的 吸 
收 谱 . 为 一 个 非 平衡 性 质 的 例子 是 一 个 系统 由 所 制备 的 非 平衡 态 到 达 平 衡 
BS ANY tls PR E E. 

RITXI F X HE AE M YT VE RS BR J BRR FA AY AB E (其 精确 的 含义 将 
在 下 文中 讨论 ). 在 这 种 区 域 中 , 宏观 系统 的 非 平衡 行为 加 以 用 线性 响应 理 
论 (linear response theory) 描述 . 这 一 理论 是 本 章 的 主题 . 

线性 啊 应 理论 的 基础 是 涨 落 - 耗 散 定理 (fluctuations-dissipation theo- 
rem). 这 一 定理 是 将 弛 驳 速 府 和 吸收 速率 与 平衡 系统 中 不 同时 间 目 发 产 
生 的 涨 落 之 加 的 关联 相连 结 的 一 个 关系 . 在 本 章 所 进行 的 讨论 过 程 中 , 我 
们 先 将 这 一 定理 作为 一 个 假设 进行 描述 , 并 通过 两 个 例子 来 说 明 如 何 运 用 
E. 在 一 个 例子 中 , 我 们 会 分 析 同 分 异 构 反 应 中 的 化 学 弛 豫 速 率 . 在 另 一 个 
例子 中 则 考虑 流体 中 粒子 的 扩散 运动 . 

在 这 两 个 例子 中 , 我 们 注意 到 弛 驳 是 由 唯 象 参数 表征 的 , 在 第 一 个 例 
于 中 是 单 分 于 速率 贡 数 , 在 第 二 个 例子 中 则 为 输 运 系数 . 我 们 将 看 到 , 借助 
于 涨 落 - 耗 散 定理 , 这 些 唯 象 参数 将 能 够 与 微观 动力 学 以 及 涨 落 的 性 质 联 

在 说 明了 这 一 定理 的 实用 性 后 ,我 们 将 在 第 8.5 节 中 导出 这 一 定理 . 在 
第 8.6 万 中 当 我 们 介绍 响应 函数 (response function) 概念 时 , 将 对 线性 啊 应 
理论 的 一 般 结 构 给 予 朱 述 . 利用 啊 应 图 数 这 个 概念 ,我 们 然后 将 在 第 8.7 
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节 中 描述 耗 散 和 吸收 实验 . 最 后 , 在 第 8.8 节 中 我 们 描述 了 一 个 简单 的 微 
观 模型 系统 , 它 能 够 显现 弛 静 和 耗 散 现象 . 这 一 模型 导致 了 称 之 为 朗 之 万 
方程 (Langevin equation) 的 对 于 动力 学 的 随机 摘 述 , 并 且 在 导出 这 一 方程 
的 过 程 中 , 我 们 认识 了 有 关 摩 探 以 及 它 与 涨 落 的 联系 

上 面 列 出 了 很 多 重要 的 专题 .但 是 讨论 保持 自 成 体系 , 所 用 到 的 数学 
不 难于 前 几 音 中 已 经 遇 到 的 . 


§8.1 近 平 衡 系统 


开始 讨论 之 前 , 我 们 需要 关于 动力 学 的 几 个 基本 概念 以 及 用 来 描述 近 
平衡 或 微小 偏离 平衡 的 系统 的 一 些 定义 . 这 里 所 谓 的 “微小 偏离 ”表示 对 
平衡 的 仿 离 与 引起 系统 偏离 平衡 的 微 扰 之 间 满 足 线 性 关系 . 例如 , 考虑 水 
电解 溶液 . 在 平衡 状态 时 , 不 存在 净 的 电荷 流动 , 平均 电流 (7) AA. 在 某 一 
NT Al t= ti, 施加 强度 为 8 的 电场 ,市 电离 子 开 始 流 动 . 在 t= te WY All, 关 掉 
电场 . S j(t) 表示 观测 到 的 电流 , 它 是 时 间 的 一 数 . 用 短 划 线 表 示 非 平衡 
系 综 平均 . 观测 到 的 电流 示 于 图 8.1 中 . 如 果 j(t) 正比 于 £, 则 非 平 衡 行为 
j(t) 40 是 线性 的 , BD 

FAE) = Aj(t; @). 


Jt) 


—-| Tas |— 一 一 Ty» 上 一 


li 
ü ti 


lo 


图 81 在 ti Al to 时刻 之 间 施 加 电场 产生 的 非 平 衡 电 流 


讨论 线性 行为 的 一 种 不 太一 般 的 方式 是 关注 热力 学 力 或 亲和力 而 不 
是 外 场 . 例如 , 我 们 知道 化 学 势 存在 梯度 是 与 质量 流 相 关联 的 . 因此 , 对 于 
足够 小 的 梯度 (也 就 是 说 足够 小 的 对 平衡 的 偏 移 ), 流 或 质量 流 应 该 正比 于 
该 梯度 : 
j x V(u/T). 


当 梯 度 变 得 很 大 时 , 这 种 正比 关系 必然 会 被 破坏 . 此 时 我 们 将 需要 二 阶 以 
及 或 许 更 高 阶 的 项 . 当然 , 即使 在 线性 区 域 中 , j(t) 和 梯度 之 间 的 正比 关系 
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也 不 是 精确 地 正确 的 , 这 是 因为 j(t) 将 很 可 能 在 时 间 上 沛 后 于 梯度 的 行为 . 
Nf fia) FF RG SE og 的 量 级 . 对 于 宏观 非 平衡 性 质 , 时 间 消 后 通常 是 可 以 忽 
略 的 . 

我 们 需要 对 非 平衡 系 综 平均 的 含义 做 一 些 评论 . 注意 到 , 一 旦 初始 条 
件 被 确定 , 力学 的 决定 论 就 确定 了 系统 所 有 未 来 时 间 的 行为 . 当 我 们 根据 
与 观察 系统 对 应 的 分 布 对 初始 条 件 求 平 均 时 , 统计 平均 或 系 综 平均 就 出 现 
T. 为 了 说 明 这 个 思想 , 设 4 表示 某 一 动力 学 变量 (或 者 量子 力学 算 符 ). 对 
Ye HF BE, 由 于 系统 中 的 坐标 和 动量 依赖 于 时 间 , 4 也 是 时 间 的 函数 ， 


A(t) = Afr" (t), p° (t)]. 


但 是 , 相 空 间 点 [六 (t), pY (t)] 是 由 对 牛顿 定律 从 零 时 刻 开 始 积分 而 确定 的 
fe A> IY Zl, 相 空 间 点 是 [r^ (0), p™ (0) = (r~, p~). 于 是 , RANA 


A(t) = A(t; r”, p" ). 
— u” 
初始 条 件 
统计 物理 的 基本 思想 之 一 就 是 我 们 不 直接 观察 A(t). 相反 地 , 我 们 观察 对 


A(t) 的 所 有 实验 可 能 值 的 平均 值 . 这 各 种 可 能 值 可 以 来 自 对 初始 条 件 的 一 
种 分 布 的 抽样 . 令 FF(rN,p*) 表示 这 个 分 布 , 则 有 


A(t) = J ar ap’ FON, oN) A r", pM) 


相应 的 量子 力学 表述 可 以 按 下 列 方式 得 到 : 注意 到 系统 在 时 刻 t 的 状 
aS lyd 可 以 由 在 零 时 刻 的 状态 |v) 所 唯一 地 确定 , 只 要 对 下 列 薛 定 廖 方 
程 进行 积分 
ine [pi = I |p, . 


但 是 各 个 初 态 有 统计 权重 , 因此 


A(t) = > wy (yb, tlA ly ,t), 
a 
其 中 wy 是 初 态 y) 的 权重 . 
定 态 系统 (stationary system) Mit FEN AS, 对 所 有 可 能 的 A. (A(t)) 是 
St 无 关 的 . 平衡 系统 是 定 态 系统 , 即 有 


(A(t)) = (A). 
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§8.2 昂 萨 格 回 归 假 设 和 时 间 关 联 范 数 


当 不 受 扰动 时 , 一 个 非 平 衡 系 统 将 弛 更 到 它 的 热力 学 平衡 的 终 态 , 向 
要 地 说 , 我 们 可 以 将 非 平衡 实验 的 制备 和 弛 驳 视 为 如 图 8.2 所 示 的 那样 . 当 
系统 偏离 平衡 不 远 时 , 弛 豫 过 程 将 服从 一 条 原理 , a PS J BL Zk: i AK (Lars 
Onsager) 于 1930 年 在 他 的 著名 的 回归 假设 (regression hypothesis) 中 第 一 次 
阐述 的 : 宏观 非 平衡 扰动 的 弛 弄 和 平衡 系统 中 目 发 微观 涨 沙 的 回归 服从 
相同 的 定律 . 这 条 意义 深刻 而 又 著名 的 原理 是 几乎 所 有 关于 时 间 相 关 的 统 
计 和 热 物 理 现代 人 研究 工作 的 基石 . ER SE er aR AGS T 1968 年 的 诺 贝 尔 
化 学 奖 . 如 今 的 研究 人 员 认 识 到 这 条 回归 假设 是 一 个 意义 深远 的 力学 定理 
的 重要 推论 , 这 个 定理 是 1951 年 由 卡 伦 (Callen) 和 维尔 顿 (Welton) 证 明 的 
涨 落 - 耗 散 定 理 !. 实际 上 , SR AN BLE I AR EF, 想 要 写 出 回归 假设 的 确切 
含义 是 很 困难 的 . 尽管 昂 院 格 从 未 明确 地 用 涨 落 - 耗 散 定 理 表 达 过 他 的 思 
想 , 人 们 怀疑 他 早 在 其 他 人 发 现 普 适 的 证 明 的 20 多 年 之 前 就 已 经 知道 这 
条 定理 和 它 的 导出 过 程 . 


A(t) 


Fi ARM RSE | 平衡 已 建立 


图 82 制备 与 弛 了 殉 
为 了 摘 述 这 条 假设 的 定量 含义 , 我 们 需要 谈论 目 发 涨 落 的 关联 问题 

这 是 用 时 间 关 联 函 数 的 硬 言 来 表述 的 . 令 SA 表示 A(t) 对 时 间 无 关 的 平 
衡平 均 (A) 6A A id BS IA, 也 即 

A(t) = A(t) — (A). 
它 随时 间 的 演化 行为 由 微观 定律 决定 . 对 于 经 典 系 统 . 

8A(t) = SAt; r” ,p™) = Afr” (t), p™ (t). 

除非 A E of Ae Bc (例如 能 量 ), 否则 A(t) 即使 是 在 平衡 系统 中 看 上 去 也 
将 是 混乱 的 . 这 样 的 行为 示 于 图 8.3 中 . 尽管 对 84(t) 的 平衡 平均 是 “不 今 


'H. B. Callen and T.A. Welton, Irreversibility and Generalized Noise, Phys. Rev. 83. 
(1951)34. 一 一 译注 
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人 感 兴趣 的 "( 即 (84) = 0), 我 们 可 以 通过 考虑 在 不 同时 刻 发 生 的 涨 落 之 间 
的 平衡 关联 获得 非 混乱 的 信息 . SA) 和 零 时 刻 的 瞬时 或 自发 涨 落 之 间 的 
关联 为 

C(t) = (8A(0)SA(t)) = (A(0)A(t)) 一 (4 


再 一 次 注意 到 , 求 平均 是 对 初始 条 件 进 行 的 . 因此 , 对 于 一 个 经 典 系 统 
C(t) = J ar ap f(r" p®)8AOsr™ pN)BACE: rp”), 
其 中 f(r’ jp’) 是 平衡 相 空 间 分 布 图 数 . 


§ A(t) 


图 8.3 平衡 系统 中 A(t) 的 自发 涨 落 


在 平衡 系统 中 , 不 同时 刻 的 动力 学 变量 之 间 的 关联 应 该 仅 依赖 于 这 些 
时 间 之 间 的 间隔 而 不 是 时 间 的 绝对 值 . 因此 ， 


C(t) = (6A(V)SA(t")), 对 t= #. 
作为 一 个 特殊 情况 , 有 
C(t) = (8A(0)8A(t)) = (8A(—t)8A(0)). 
现在 交换 两 个 求 平均 量 的 顺序 , 可 得 
C(t) = (8A (0) ôA (—t)) = C(—t). 


[注意 : 最 后 一 步 运算 中 假定 4(0) 和 A(—t) 可 交换 . 这 在 经 典 系 统 中 是 正确 
的 , 但 在 量子 力学 中 则 未 必 正 确 .] 
在 小 的 时 间 间 隅 中 ， 


C(0) = (54(0)54(0)) = ((8A)?). 
在 大 的 时 间 间 隔 中 , 84(t) 将 变 为 与 54(0) 无 关联 的 , 因此 


C (t) — (8A(0))(SA(t)), 当 上 上 一 oo 时 . 
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又 因为 (54) = 0, WA 
C(t) =0,， $ t— œh. 


3X A~ Bald AY TE ES Da TT E E AS E EK TE A E E en D ER ie P he BY “A AC 
ye HY fel ya”. 

借助 于 各 态 明 有 历 原理 , 有 为 外 一 种 表示 平均 的 方式 , E Bek PF TER E K 
数 的 尖 括 号 表示 中 . 特别 地 , 设想 在 一 段 长 轨迹 中 4 作为 时 间 盟 数 的 行为 ， 
长 轨迹 的 一 部 分 在 图 8.3 中 示 出 . 记 住 这 个 图 形 , 考虑 在 志和 万 两 个 时 刻 
SA 的 什 之 间 的 关联 , AE t= t-e. 有 无 数 这 样 的 时 间 对 , 我 们 可 以 对 它 
们 取 平 均 . 根据 各 态 遍 历 原理 , 这 个 时 间 平 均 将 和 对 短 轨 迹 (每 个 持续 时 
间 初始 条 件 的 系 综 平 均 相 同 . 换 句 话说 ， 


(8A(0)8A(t)) = lim - J “dISAE+t)SAE+t"), t=t tt 
TOO 0 
这 里 , 7 表示 长 轨迹 的 时 间 周 期 . 极限 7 一 oo 用 以 强调 必须 观测 系统 足够 
长 的 时 间 , 使 得 用 单一 一 条 轨迹 可 以 对 相 空 间 的 所 有 点 进行 合适 的 抽样 
作为 一 个 时 间 关联 函数 究竟 具有 什么 形式 的 例子 , 考虑 简单 原子 流体 
的 速度 自 关联 函数 
C(t) = (ve(Ove(t)) = Z (0(0) v(t)), 


其 中 vj(t) 是 流体 中 某 个 标记 粒子 的 速度 的 z 分 量 . 图 8.4 示 出 了 液体 密度 
下 C(t) 的 定性 图 像 . 为 一 个 例子 是 取 问 关联 肾 数 
1 


C(t) = (uz(O)uz(t)) = 3 u(0) - w(t), 
<vz(0)v,(t)> 


i?) 


0.5 ps 


图 8.4 WUK AY IE RE X HK pA g 


其 中 u(t) 是 沿 着 标记 分 子 主轴 的 单位 矢量 , u(t) 是 它 在 实验 室 固定 参考 
系 中 z 轴 上 的 投影 . 图 8.5 示 出 了 Co 气体 关联 盟 数 的 形态 . 对 液 相 , 关联 
PK BK EUR EI 8.6 中 所 示 的 函数 形式 . 
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Cuz (0) us (t)> 


图 85 “UPR BY H m XHK pa 


Cuz (0) Us: ( t)» 


~] ps 


图 8.6 W PERIE In] SC Hk rA 


练习 8.1 讨论 气相 和 液 相 关联 函数 (u.(O)u.(t)) 的 行为 之 间 差 异 的 物 
理 原 因 . 

练习 8.2 =k CO 在 固 相 的 关联 函数 (u,(0)u.(t) 的 图 形 , 讨论 作 图 
的 物理 根据 . 

利用 时 间 关 联 明 数 的 概念 , 我 们 可 以 写 出 昂 萨 格 回归 假设 的 数学 含义 ， 
设想 在 +t=0 时 刻 ,已 制备 于 某 非 平衡 态 的 系统 允许 向 平衡 态 弛 豫 . 昂 萨 格 
原理 指出 , 在 线性 区 域 , 弛 更 过 程 满足 关系 


AA(t) _ C(t) 
AA(0) C(O)’ 
其 中 
AA(t) = A(t) — (A) = ôA(t), 
以 及 


C(t) = (8A(0)8A(t)). 
后 面 在 第 8.5 节 中 我 们 将 导出 这 些 方程 . 下 面 是 一 个 非常 近乎 正确 并 且 非 
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常 接 近 于 数学 推导 精神 的 物理 推理 : 在 平衡 系统 中 , A(t) 与 4(0) 的 关联 与 
给 定 在 上 =0 时 刻 出 现 某 一 特定 涨 落 的 A(t) 的 平均 值 相同 . 这 一 特定 的 涨 
落 与 初始 相 空 间 点 的 一 个 非 平 衡 分 布 相对 应 . 换言之 , 在 近 平 衡 系 统 中 ,日 
发 涨 落 与 由 外 界 制备 的 对 平衡 的 仿 离 之 间 是 无 法 区 分 的 . 正 因 为 不 能 区 
Ar, (SA(O)SA(t)) 的 弛 列 确 实 应 该 与 A4(t) 向 平衡 的 衰减 是 一 致 的 . 


练习 8.3 证 明 
C(t) = (A)AA(E), 
FP KLE 4 aE FD AFON, p) A 
Br p~) = (A f(r pA", p™). 
这 里 , f(r pN) 是 平衡 相 空间 分 布 函数 , 亦 即 


f(r py’) x exp|—BI/(r™ , p™)). 


TEAS DS Eis We JR BY FR Be HE BT, 我 们 先 将 其 视 为 一 个 假设 并 转 到 
这 个 原理 的 两 个 说 明 性 的 应 用 . 


§8.3 WHA: 化 学 动力 学 


考虑 化 学 反应 
A = B, 


其 中 物质 A Al B 以 非常 低 的 浓度 存在 于 系统 中 . 用 ca(t) Al cp(t) 分 别 表 
AN Joe A 和 B 的 观测 到 的 浓度 . 这 个 反应 的 合理 的 唯 象 速 率 方程 为 


dc 
= = —kpaca(t) + kapcp(t), 


以 友 
cz = kpaca(t) 一 kapep(t), 
其 中 kpa Al kap 分 别 表 示 正 反应 和 逆反 应 速率 常数 . 注意 ca(t) 十 cs(t) 在 
这 个 模型 中 是 一 个 稼 数 . 同时 也 注意 到 平衡 浓度 (ca) 和 (cp) 必须 满足 细 
致 平衡 条 件 : 

0 = —kpa (ca) + kas (CB), 


EJI lep) 
CR KRA 
Kee = 一 一 一 一 . 
Te (ca) kap 
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由 上 述 速 率 方 程 可 解 得 
Aca(t) = ca(t) — (ca) = Aca(0) exp(—t/trxn), 
其 中 
Ta = kAB + kpa. 
练习 8.4 证 明 这 个 结果 . 
假设 na 是 动力 学 变量 , 并 有 
Talt) cc ca(t), 


则 根据 涨 落 - 耗 散 理 论 或 回归 假设 , 有 
Acalt)  (8n4(0)5n4(t)) 


Aca(0) ((5na)?) 
mm (On.4(0)dn4(t)) 
E LA MA 
exp(—t/Trxn) — ((8n.4)?) 


这 确实 是 一 个 著名 的 结果 . 等 式 左边 包含 了 唯 象 速率 常数 t=!, 而 右边 则 
完全 由 微观 力学 和 系 综 平均 所 定义 .因此 , 回归 假设 提供 了 一 个 可 以 由 微观 
定律 计算 速率 常数 的 方法 

当然 , 这 里 也 有 两 个 困难 . 首先 , 我 们 必须 确定 动力 学 变量 na. 第 二 ， 
除非 是 最 简单 的 模型 , 否则 想 要 对 运动 方程 和 平均 进行 精确 的 积分 以 得 到 
(5na(0)5na(t)) 是 特别 困难 的 工作 . 

为 了 确定 na, 我 们 必须 对 分 子 物质 4 给 出 一 个 微观 定义 . 如 果 反 应 能 
够 和 被 单一 的 反应 坐标 1 (reaction coordinate) 
4 所 描述 , 这 个 任务 是 特别 简单 的 . 

图 8.7 给 出 了 一 张 反应 势能 “曲面 ”的 
i A. 位 于 g = q* 处 的 活性 态 为 分 隔 物 质 A a 
A 和 B 提供 了 一 个 方便 的 分 界面 . 也 就 是 \ 
it, q < g* 对 应 于 物质 A, 而 g > gq* 对 应 于 | 
物质 B. (在 最 一 般 情 况 下 , 必须 采用 一 个 7 i 
规则 , € Fin PH R — y Jt k y a A BST NY | 
于 相 空间 中 的 一 个 区 域 . 这 个 被 采纳 的 特 图 87 反应 坐标 的 势能 曲面 

! 所 谓 反应 坐标 是 指 可 以 用 来 量度 化 学 反应 进行 过 程 的 参数 , 可 以 是 几何 参数 ( 例 

如 键 长 、 键 角 ), 也 可 以 是 非 几 何 参 数 (例如 键 级 , 即 一 对 原子 之 间 的 键 数 .). 一 一 译注 
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定 规则 必须 取决 于 用 来 区 分 化 学 物质 的 实验 判 据 .) 于 是 , 令 


na(t) = Ha la(t)], 


其 中 
Halzl=l, z<q, 
=), zz>g. 
注意 (en 
DA, >: T a 
Ha) = 2A = TE) + (ca) 
以 及 
(Ha) = (Ha) = T4. 
因此 


((8HAa)’) = TA (1 EE TA) = LATH. 


练习 8.5 证 明 这 些 结果 . 
按照 涨 落 - 耗 散 定 理 , 现在 有 
exp(—t/Trxn) = (tate) * [(Ha(0)Ha(t)) 一 Z4] - 
为 分 析 这 个 关系 的 一 些 结果 , 我 们 求 其 对 时 间 的 导数 , 可 得 
Trxn exp(—t/Trxn) = 一 (zh4ZB)- (Ha(0)Ha(t)), 


其 中 点 表示 时 间 导 数 . HA (A(t) A(t’) = (AOA — t)) = (A(t — t')A(0)), 我 
们 有 
—(H4(0)Ha(t)) = (Ha(0)Ha(t)). 
练习 8.6 了 于 出 这 个 结果 . 
此 外 ， 
Hala] = ic HA ia] = —48(q — 4°). 
因此 


—(Ha(0)Ha(t)) = —(g(0)8[g(0) — q*]HAala(t)]) = (4(0)8[g(0) — q*]H B [q(t))), 
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其 中 第 二 个 等 式 由 下 式 
Hplz| = 1 — Ha[z] =1, z>¢", 
=0, z2z< 9", 
以 及 事实 
(q(0)3[q(0) — q*]) = 0 


所 得 到 . 这 最 后 一 个 结果 是 正确 的 , A A EREE “A Re PR, 速度 的 平 
衡 系 综 分 布 是 偶 函 数 并 与 位 形 无 关 . 结合 这 些 方程 , 有 


Tixn CXP(—t/Trxn) = (warp) '(v(0)8[q(0) — g*]Hs[g(t))), 


其 中 v(0) = q(0). 

但 是 这 个 等 式 不 是 所 有 时 刻 均 是 正确 的 . 左边 是 简单 的 指数 形式 . A 
tt Fait q =g* 处 “曲面 ”的 平均 通 量 , 如 果 已 知 轨 迹 终 结 于 态 B. 对 于 较 
短 的 时 间 , 我 们 预期 暂 态 行为 应 该 并 不 对 应 于 指数 型 的 宏观 衰减 . 这 不 意 
味 着 回归 假设 是 错误 的 . 相反 , 我 们 已 采用 的 唯 象 速 率 定 律 仅 在 时 间 粗 粒 
化 后 才 是 正确 的 , 换 句 话说 , 唯 象 学 理论 仅 在 不 能 分 辨 短 时 间 暂 态 弛 豫 这 
一 时 间 标 度 上 是 正确 的 . 在 这 个 时 间 标 度 上 , 令 At 是 一 个 微小 的 时 间 , 即 


At << Trxn; 
但 是 与 此 同时 , 有 
At => Tmol; 


其 中 Tmo 是 暂 态 行为 弛 更 的 时 间 . 对 这 样 的 时 间 , 有 exp( 一 At/Tixn) + 1, Al 
此 我 们 得 到 
Tixn = (TATB)  (v(0)5[g(0) — q*]HBla(At))), 
或 者 
kga = x3 (v(0)8[q(0) — q*)Halq(At))). 


为 了 说 明 我 们 已 经 描述 过 的 暂 态 行为 , S 
kpa(t) = zaA (v(0)8[g(0) — q*)Hala(t))). 
练习 8.7 证 明 


kpa(0) = z (èla _ g"), 
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并 证 明 该 初始 速率 正 是 过 渡 态 理论 (transition state theory, TST) 近似 中 的 
ig 率 ， 
(TST) _ 


BA (v(0)8{q(0) 一 q HFP [a(t))), 


1 
l TA 
其 中 
HSM (q(t)] =1, v(0) > 0, 
=0, v(0) < 0. 
换言之 过 渡 态 理论 假定 初始 时 从 过 渡 态 朝向 区 域 已 方向 行进 的 所 有 扫 
迹 对 于 一 个 很 长 的 时 间 将 确实 终结 于 区 域 B. 类 似 地 , 那些 g(0) = qg FH 
Gg) < 0 的 轨迹 将 不 会 进入 到 区 域 B. 如 果 在 短 时 间 之 后 没有 轨迹 再 重新 
穿越 过 渡 态 , 那么 这 个 假设 就 将 是 正确 的 . 


则 kpa(t) 就 表现 为 图 8.8 所 示 的 形式 


k palt) 


TEMI EIERE Tmol 上 
一 TEANA 


=T mal 


— 上 一 几 个 rm 
图 8.8 Bz Miil at OR IR pA BY 


4 Fr A BY Zl) Sy Pa) De T E RER AY) TT OY Ee EL Ay An E Bl E 
时 发 生 的 一 样 . 但 是 , 只 要 过 程 一 开始 , 反应 确实 会 在 有 限 的 时 间 周 期 中 发 
生 , 将 时 间 调 市 到 与 反应 发 生 的 时 间 一 样 短 , 在 这 个 时 间 内 的 观测 可 以 看 
到 对 唯 象 学 结果 的 偏离 , 特别 是 可 看 到 在 图 8.8 中 所 描绘 的 暂 态 弛 瑰 现 象 . 

在 结束 本 市 的 讨论 时 ,我们 注意 到 , 如 有 果 在 任何 时 间 标 度 中 , kspa(t) 并 
不 呈现 平台 , 则 kpa 是 常数 的 速率 定律 不 再 有 效 地 描述 化 学 动力 学 . 


练习 8.8* 证 明 KUST) > kpa(t), | 提示 : 者 虑 再 次 穿越 g 二 g* 曲面 的 
轨迹 对 Ba 人 tb) 的 贡献 . 参见 练习 8.7.] 
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考虑 一 种 存在 于 流体 溶剂 中 的 极 低 浓度 的 溶质 . (这 种 溶质 其 至 可 以 
是 少数 几 个 标记 洲 剂 分 子 .) 我 们 用 n(r,t) 表示 在 位 置 7 处 和 时 刻 + 上 游 质 
的 韭 平衡 密度 , BY 
n(r,t) = p(r,t), 
这 里 pfr, t) RREME r 处 的 瞬时 密度 . 
练习 8.9* 证 明 
p(r,t) = $ dlr — rj (t)), 
j=l 
其 中 mj 伯 表示 时 刻 寺 第 了 个 溶质 分 子 的 位 置 , m òlr- r(t) 是 三 维 狄 拉克 
5 HH RT Sr=r,(t) 时 外 ,该 函数 值 为 0. 


在 一 个 流体 区 域 中 , 由 于 粒子 流 进 或 流出 起 区 域 , 宽度 随时 间 变 化 . 然而 ， 
如 果 不 考虑 化 学 反应 , 分 子 不 能 产生 或 消灭 . 换言之 ,整个 系统 中 的 溶质 分 
于 总 数 是 恒定 的 . 这 种 守恒 奸 致 连续 性 方程 (equation of continuity): 
<n (r,t) = -V -j(r,t), 
其 中 jlr t) 是 时 刻 t 位 置 7 处 次 质粒 子 的 非 平 衡平 均 通 量 . 

为 了 导出 这 个 连续 性 方程 , 考虑 系统 
中 的 任意 体积 2. 参见 图 8.9. 在 该 体积 中 
的 洲 质 粒子 总 数 为 


Nalt) = | drn (r,t). 
因为 质量 流动 是 改变 No (t) 的 唯一 机 制 , 我 
们 有 
一 =~ f aS-j(r,)=- | arv-5(r,2), 


其 中 种 一 个 积分 是 对 包围 体积 的 表面 5 的 , 表面 的 负 号 是 因为 当 洲 质 分 子 
流出 系统 时 7.d5 是 正 的 . 当然 , 我 们 也 有 


dNo | On(r, t) 
dt = | ar Ot .| 


-KMR 


图 8.9 进入 体积 中 的 通 量 


因此 
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这 个 方程 对 任意 体积 QQ 必须 成 立 . 因此 , 被 积 图 数 对 于 所 有 都 必须 为 雪 . 
SIR RRON E, 我 们 得 到 连续 性 方程 . 


练习 8.10* 确定 一 个 动力 党 变量 , 它 的 非 平 衡平 均值 为 (r,t). 证 明 
连续 性 方程 可 以 直接 从 pfr, 旭 的 8 函数 中 导出 . 讨论 连续 性 方程 和 在 考察 
活化 过 程 (activated process) 中 这 到 的 方程 Halg| = —d5(q—-—q*) 两 者 之 间 的 


质量 流动 的 宏观 热力 学 机 制 是 化 学 势 梯度 , BR OT PD AS HR bk, 等 
价 的 是 溶质 浓度 梯度 . 因此 , 合理 的 唯 象 学 关系 为 
a(r,t) = —DVn(r,t), 
其 中 DRA FRF (self-diffusion constant). 这 个 关系 称 为 菲 克 (Fick) 
定 律 .将 它 和 连续 性 方程 联 立 , 得 到 


On(r, t) 


= DV*n(r, t), 


IK PK AK th PRY JE ed HE FE. 

1X PS ina be ot Te AS ETRE S Ae BE ER PSE fn Fe HR — 4S Bs BBD BC AY 
数 ) DET BR. 为 了 看 清 这 个 输 运 系数 是 如 何 与 微观 动力 学 相 联 系 的 ,我 
们 现在 考虑 关联 明 数 


C(r,t) = (dp(r, t)p(0, 0)). 


AR He bh bete ELVA RI, Cir, t) Al nlir, t) 08 [el FE AY Tr FE, 即 


OC(r, t) 
Ot 


但 是 注意 到 (Sp(r, t)5p(0,0)) 与 P(r, t) WIE Lk, 


= DV*C(r,t). 


P(r, t) = 已 知 一 个 溶质 粒子 在 时 刻 0 时 位 于 原点 , 该 粒子 在 时 刻 t 时 
位 于 "处 的 条 件 概 率 分 布 . 


练习 8.11* 解释 上 述 正 比 性 . 


因此 ， 
OP(r,t) 


— 2 
n ~ DV" P(r, t). 
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因为 P(r, t) 或 者 C(r,t) 在 分 子 层 次 上 是 很 好 定义 的 , 这 些微 分 方程 所 
供 了 自 扩散 系数 D 和 微观 动力 学 之 间 的 必要 联系 . 当然 , 像 OC/Ot = DV*C 
这 样 的 方程 不 可 能 对 所 有 时 间或 空间 变化 均 是 正确 的 . 方程 的 误差 来 源 
于 菲 到 定律 的 不 完全 性 . 

为 继续 进行 分 析 , 我 们 考虑 


AR?(t) = (Ini(t) — mi(O)F), 
即 标记 溶质 分 子 在 时 刻 t 的 方 均 位 移 . 显然 
AR?(t) = | arr? P(r.) 


因而 


=j drr DV’ P(r, t) 


=6 | drDP(r, t), 
其 中 最 后 一 个 等 号 由 两 次 分 部 积分 得 到 


练习 8.12 证 明 此 结果 .| 提示: 注意 到 笛 卡 儿 坐 标 下 ,r2 = 2? + y? 4 2?, 
并 且 忽 略 掉 边 界 项 (为 什么 可 以 这 样 ?).] 


由 于 P(r,t) 在 所 有 时 刻 是 归 一 化 的 , 我 们 有 


d 2 

WAR (t) = 6D, 
或 者 

AR?(t) = 6Dt. 


这 个 公式 (最 先 由 爱 因 斯 坦 导 出 ) RE TD aS A) By SM. 但 是 , 它 只 
在 初始 的 暂 态 时 间 以 后 才 成 立 [类 似 于 kas(t) 弛 豫 到 其 平台 值 时 所 需 的 
时 间 ]. 

注意 到 扩散 运动 与 惯性 运动 之 间 的 差别 . 对 于 前 者 , AR2( x t, 而 对 
于 惯性 运动 有 AR(t) = (速度 ) (t) 或 者 


IAR(t) 惯性 XE 


换 句 话说 , 对 于 较 长 的 时 间 , 当 一 个 粒子 作 惯 性 运动 时 , 它 在 单位 时 间 内 运 
动 得 比 它 作 扩散 运动 时 会 更 远 . 其 原因 在 于 , 扩散 运动 更 像 粒子 的 无 规 行 
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E, 该 粒子 受到 来 自 环 境 的 随机 涨 落 力 的 冲击 . (这 个 事实 在 第 8.8 市 或 许 
KE AE IG E YA BT, 在 那里 我 们 将 摘 述 在 这 样 的 涨 沙 力 作用 下 粒子 运动 的 一 个 
模型 .) 然而 , 在 惯性 运动 区 域 , 一 个 粒子 不 与 其 近邻 发 生 碰 撞 , 自由 无 阻 地 
从 初始 运动 方向 开始 运动 . 要 改变 粒子 的 初始 速度 , 则 需要 一 个 力作 用 于 
其 上 有 限时 间 ( 即 速度 对 时 间 的 导数 正比 于 力 , “= ma”). 因此 , 对 于 足够 
短 的 时 间 , 流体 中 粒子 的 关联 运动 是 惯性 运动 . 而 惯性 运动 状态 的 弛 豫 时 
间 束 是 扩散 运动 状态 增 大 到 占 主 寻 地 位 所 需 的 时 间 . 我 们 刚刚 描述 的 行 
为 未 于 图 8.10 中 . 


AR?(t) 


线性 的 ， 斜 率 为 6D 


pb 


ke mE $e“ E 
复 淋 的 运动 


图 8.10 扩 黎 粒子 的 方 均 位 移 

为 了 完成 分 析 , 注意 到 
71(t) 一 ml(0) = [ dt’v(t'), 
其 中 v(t) 是 标记 溶质 的 速度 , 即 dry /dt = v. 于 是 ， 


AR*(t =f dt’ [ dt” (v v(t”). 


Pur LA, 


=2(v(0) - [rı (0) — rı (—t)]) 


0 
=2 | (v(0) - w(t’))dt’, 
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其 中 在 第 二 个 等 式 中 , 我 们 改变 了 时 间 的 原点 . [回顾 对 于 一 个 定 态 系统 , 有 
(A(t)B(t’)) = (A(t+t”) B(t' +t”)).] 此 外 ,因为 (AHA) = C(t-t) = C(t —t), 
最 后 一 个 等 式 也 可 以 表示 为 


d Ka i 
TAR? (t) = 2 | dt’ (v(0) - v(t’)). 


因为 等 式 的 左边 在 上 很 大 的 极限 下 超 于 6D, MRITA TESTI 
D= sf dt(v(0) - v(t)). 


这 个 方程 将 输 运 系数 与 自 关 联 函 数 的 积分 联系 了 起 来 . 这 样 的 关系 称 为 
格林 一 久保 (Green-Kubo) A A. 
By Ja — PER RE E E th PRAT TA) ee, 我 们 可 以 将 它 定 义 为 
= 0) - w(t 
Toei =| AmO) vt)? oe )) 


Tag = DMD. 


它 的 物理 意义 是 , 扩散 运动 变 为 文 配 地 位 的 运动 所 需要 的 时 间 , 这 也 是 由 
非 平 衡 速度 分 布 弛 驳 到 平 街 速 度 分 布 的 时 间 . PR AAPL, BmD Wise TA 
8.10 中 确定 为 Tmo 的 那个 时 间 ， 


练习 8.13 速度 关联 函数 的 一 个 简单 近似 是 假定 它 按 指数 形式 弛 豫 ， 
(v(0) - w(t)) = wet. 


用 这 个 近似 去 计算 AR? (t). [Fe TF: 先 计 算 dAR?(t)/dt 将 会 有 所 帮助 的 .| 以 
你 的 结果 作 图 并 证 明 AR?(t) 在 量 级 的 时 间 之 后 从 非 扩 散 的 行为 变 为 扩 
BATA. 最 后 , 有 这 样 一 个 实验 事实 , 对 于 大 多 数 液体 , 自发 扩散 常数 大 的 
为 10-5cm2/s. 利用 这 个 值 估算 TT 的 大 小 . (你 需要 指定 一 个 温度 以 及 一 个 
分 子 的 典型 质量 .) 
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现在 让 我 们 来 看 看 怎样 有 可 能 从 统计 力学 的 原理 导出 昂 陕 格 回 归 假 
设 . 我 们 将 注意 力 局 限于 经 典 系 统 , 尽管 对 于 量子 系统 的 情况 作 类 似 的 处 
理 并 不 困难 . 下 面 我 们 进行 的 分 析 是 线性 响应 理论 的 一 个 简化 的 版 本 . 线 
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性 响应 理论 是 关于 小 幅 偏 离 平 衡 态 的 系统 的 理论 . 我 们 主要 的 结果 是 关于 
A(t) 的 关联 函数 的 一 个 表示 式 , 它 是 涨 落 - 耗 散 定 理 的 一 种 形式 . 

无 外 界 扰动 时 , 系统 的 哈密 顿 国 数 是 . 痉 , 动力 学 变量 Al rN, p™) 的 平 
衡平 均值 将 为 


J arMap eR POAN DY) Tre-oxn 


l E -B30 ' 
J arap“ ee Tre 


这 里 在 第 二 个 等 号 中 引入 了 “经 典 迹 ", 它 仅 是 对 相 空 间 变 量 六 ,px 的 积 
分 的 一 个 缩写 . 然而 , 在 t=0 时 刻 系 统 不 处 于 平衡 态 , 我 们 想 看 到 的 是 , 如 
朱 系 统 不 受 扰动 并 允许 它 加 平衡 态 弛 豫 , 那么 非 平衡 的 A(t) 是 怎样 弛 和 豫 
到 (A) 的 . 要 用 一 般 的 方式 来 表征 这 个 弛 豫 过 程 是 非常 困难 的 . 但 是 , 如 果 
相对 于 平 街 态 的 俩 离 不 大 , 则 分 析 束 很 简单 . 

A FG, 很 方便 的 是 设想 通过 对 系统 施加 微 扰 


(A) 


AH = —fA. 


将 其 制备 于 非 平衡 态 , 这 里 f 是 与 4 AH — Sb SH. (Gan, f 可 以 是 一 
个 电场 , 它 与 系统 中 分 子 的 瞬时 侦 极 矩 相 耦合 , 在 这 种 情况 下 , 4 是 系统 的 
总 电 偶 极 和 矩 或 者 极 化 强度 .] 我 们 将 要 考虑 这 样 的 情况 , 其 中 这 个 微 扰 是 在 
遥远 的 过 去 施加 的 , 一 直 维 持 到 t= 0 时 刻 , 然后 关闭 这 个 微 扰 . 相应 地 ， 
按照 这 种 方式 一 直 制 备 系统 , 使 得 在 t=0 时刻 的 相 空间 的 初始 非 平 衡 分 
布 就 是 有 外 场 存 在 时 的 平衡 分 布 , 也 就 是 


F(rN,pN) x e~ BEF AI), 


因此 , A(t) 的 初始 值 为 


Tre F(A +4) A 
FE = 一， 一 
Tr e- B( J+ 490) 


be Æ AY [8] AY EAE, A(t) 根据 公式 A(t) = Tr FA) 变化 , 即 


Tr e BUA +42€) A 
(t) = Tr e-f tA) ， 


这 里 A(t) = A(t;r p^) 是 4 在 时 刻 t 的 值 , 如 果 给 定 初 始 相 空间 点 rN , pN, 
决定 从 4(0) 变 到 A(t) 的 动力 学 的 哈密 顿 函 数 是 (AR EE E + A, 因为 
AH 在 t=0 时 刻 已 经 被 关闭 ). 
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由 于 A(t) 对 (4) 的 偏离 是 由 A 关 引起 的 , 而 且 我 们 一 开始 就 规定 将 
假设 这 些 偏 离 非常 小 , 我 们 将 对 A(t) FE AZ? 进行 级 数 展开 , 展开 式 是 


A(t) = Tr [ef (1 — BA # +---)A(t)]/Tr le (1 — BAS + ---)]. 


(在 这 个 阶段 , 用 量子 力学 分 析 将 会 有 所 不 同 , 因为 9 和 A. 将 是 算 符 ， 
在 通常 情况 下 , 它们 并 不 对 易 , 因而 exp[-8(. 冯 二 A) 的 展开 变 得 有 点 复 
Ze 这 个 留 给 读者 作为 练习 .) 将 展开 式 中 的 项 乘 出 来 , 整理 到 A.%p 的 线性 
项 , 我 们 得 到 


A(t) =Tr {e PË A(t) — (BAJA) + A(t) Tre?” (GAH) /Tre?* J} / 
Tre ?* + O((BAI€)*) 
=(A) — B[((AZ#A(t)) — (A)(AZ)] + O((BAZH)”), 


这 里 第 二 个 等 式 是 这 样 得 到 的 , 注意 到 由 于 平衡 系 综 的 稳定 性 ,一 个 变量 
在 任 一 时 刻 的 平均 值 是 与 时 间 无 关 的 ( 即 (A(t)) = (4)). 注意 到 , 在 导出 这 
个 展开 式 的 过 程 中 , 对 于 A(t) = A(t;rN,pN) 如 何 从 它 在 初始 相 空 间 点 r™， 
p™ 的 值 开 始 随时 间 演 化 并 没有 作 什 么 特定 的 假设 . 然而 , 我 们 确实 假定 它 
的 平均 值 ( 即 它 的 观测 值 ) PE A AY E BY eK ic, 是 相 空 间 点 的 初始 分 布 的 一 个 
有 良好 行为 的 函数 , 只 要 这 个 分 布 接近 于 平衡 分 布 . 

最 后 , 我 们 代入 AW 的 表达 式 就 可 以 结束 分 析 , 这 给 出 结果 


AA(t) = Bf(8A(0)8A(t)) + O(F*), 


其 中 AA(t) = A(t) — (A), 54(t) 是 时 刻 t 的 自发 瞬时 涨 落 A(t) — (A). 注意 
到 , 因为 到 线性 项 有 
AA(0) = Bf ((&A)*), 


上 面 带 框 的 方程 精确 地 就 是 第 8.2 节 给 出 的 关于 回归 假设 的 表述 . 
我 们 也 可 以 考虑 更 彰 届 形式 的 AZ, 
AH =— fidi. 
-ARER KATES 28 AARIA Dy (rv), ES r 处 的 粒子 密度 
plr) 耦合 , 即 
AZ = | arsso). 
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在 这 个 例子 中 , 下 标 守 表示 空间 中 的 点 , 即 我 们 可 以 进行 关联 fi  — by (r) 
和 A; = plr). 对 这 种 情况 的 分 析 给 出 


AA;(t) = BY fi(8Ai(0)5A;(t)) + O(f?). 


练习 8.14 于 出 这 个 结果 . 
练习 8.15 使 用 这 个 结果 证 明 将 菲 元 定律 用 于 分 析 禾 度 - 黎 度 关 联 函 
RX xe FE YY. 


在 本 节 结 束 之 际 , 值得 注意 的 是 , 一 些 科 学 家 对 与 上 面 带 框 的 方程 等 
价 的 但 表达 形式 略 有 不 同 的 关系 仍然 使 用 术语 “ 涨 落 - 耗 散 定理 ". 确实 ， 
到 现 阶 段 为 止 我 们 仅仅 论证 了 AA(t) 的 弛 更 是 与 出 现在 不 同时 刻 的 自发 
涨 落 之 间 的 关联 相 联 系 的 . 还 需要 证 明 这 个 弛 豫 是 与 宏观 系统 中 的 能 量 
FE CE 8 PAK AR AY. 为 完成 这 个 证 明 , 需要 更 多 一 点 的 分 析 , 我 们 将 在 以 下 
BY P FAT. 


§8.6 Ao) Av ee BY 


Uk Ye — FE BOGE EERI MA t € BY SEF i AS AY oth PR oe Fe SOF a REP A 
微观 动力 学 相 联 系 起 来 . 正如 推导 过 程 所 揭示 的 那样 , 这 个 定理 只 在 线性 
区 域 中 成 立 一 一 这 就 是 说 , 仅 对 偏离 平衡 不 远 的 位 移 成 立 . 在 这 个 适用 区 
域 中 , 涨 藻 - 耗 散 定理 的 结果 可 以 比 从 具体 推导 中 所 显 见 的 方式 进行 更 为 
一 般 地 应 用 . 这 一 点 可 以 通过 引入 啊 应 肾 数 的 概念 来 理解 . 

议 想 一 个 含 时 扰动 , 其 中 外 加 扰动 f(t) 与 动力 学 变量 4 耦合 . 在 线性 
区 域 , AA(t; f) 满足 关系 


AA(t; Af) = AAA(E; f), 
并 且 与 这 个 条 件 一 致 的 最 普遍 的 形式 为 
E 十 Go 
AA(t) = f ‘atx(bt) f(t) + OU?) 


这 里 y(t, t) 是 响应 函数 ,有 时 也 称 为 广义 磁化 率 (generalized susceptibility). 
这 是 不 存在 f(t) 时 平衡 系统 的 特性 . 或 许 , 通过 考虑 A A(t) 和 作为 泰勒 级 
数 中 的 第 一 项 的 f(t") 之 间 的 联系 可 以 最 好 地 来 理解 这 个 事实 ， HI Hh, 
AA(t) 依赖 于 函数 f(t), 即 AA(t) RA f(t) 的 一 个 泛 函 . 也 可 以 将 在 每 个 时 
BLAR f(t) 作为 另 一 个 变量 . 当 所 有 的 f(t) HEM, A4 = 0, 因为 此 时 


§8.6 响应 函数 237 


系统 处 于 平衡 态 . 因此 , 在 AA(t) 的 以 f(t) 的 寡 次 排序 的 泰勒 级 数 中 第 一 


个 非 零 项 为 
E (ar) O 

其 中 下 标 0 表示 是 对 f(t) = 0 所 求 的 导数 值 , H ER A EXTAT R ti 进行 
的 . 当然 , 这 些 点 形成 一 个 连续 统 , 求 和 严格 地 就 是 一 个 积分 . 在 这 个 连续 
极限 下 , 式 中 的 偏 导 数 就 变 为 我 们 所 说 的 泛 函 导数 或 ( 变 分 ) 导数 , 表示 为 
SAA(t)/Sf(t’). 它 是 时 间 点 七 处 f(t’) 的 改变 而 引起 的 AA(t) 的 变化 率 . Al 
此 , 当 系 统 在 七 时 刻 受 到 外 部 扰动 时 , y(t, t) 就 是 AA(t) 的 变化 率 . 

另 一 种 看 待 这 一 思想 的 方式 是 考虑 一 个 脉冲 扰动 . 也 就 是 仅 在 上 = to 
这 一 时 刻 施 加 f(t), 


f(t) = fod(t — to). 
将 这 个 形式 代入 AA(t) 中 , 得 到 
AA(t) = fox(t, to) + O( fp). 
因此 , 当 扰 动 是 一 个 脉冲 时 , 啊 应 函数 就 是 A A(t). Fr A EE JÉ R KS Og] PR 
数 都 可 以 解释 为 这 一 特殊 情况 的 线性 组 合 . 
从 物理 角度 考虑 , 可 以 得 到 y(t, t 的 两 个 性 质 . 第 一 , 由 于 xlt ti) 是 关 
于 一 个 未 党 扰动 的 平 街 系统 的 图 数 , 则 有 
x(t, t) = x(t — t’). 
这 就 是 说 , 啊 应 函数 只 依赖 于 从 开始 施加 扰动 计算 的 时 间 位 移 , 而 不 是 绝 
对 时 间 . 第 二 , 仅 在 施加 扰动 后 , 系统 才 开 始 响应 , 也 即 是 说 , 
x(t—t)=0, t-ť <0. 
这 个 性 质 称 为 因果 性 (causality). 图 8.11 示意 地 示 出 了 我 们 所 描述 的 行为 . 
现在 , 让 我 们 用 系统 的 内 不 动力 学 来 表示 x(t’). 因为 x(t 一 +?) 与 f(t) 
TH, 我 们 可 以 自由 选择 f(t) 的 形式 以 使 得 分 析 更 加 方便 . 我 们 的 选择 是 
f(t)=f, t<0, 
=0, ¢>0. 
也 就 是 说 , 将 系统 制备 在 平衡 态 , 哈密 顿 图 数 为 E — fA, 然后 在 零 时 刻 关 
Al f(t), 则 系统 将 弛 更 到 哈密 顿 也 数 为 oo 的 平衡 态 . 这 恰恰 就 是 在 前 节 中 
所 考虑 过 的 实验 . 在 那里 , 我 们 发 现 


AA(t) = Bf (8A(0)SA(t)) + O( f?). 
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下 面 我 们 考虑 用 x(t — t’) 表示 时 的 续 未 . 


AA(t)=fox (tto) 


图 8.11 对 脉冲 的 啊 应 
由 于 当 #> OM, f(t) =0, 我们 有 
AA(t) = rf dt'y(t — t’). 
将 积分 变量 换 为 1 一 +t, WA 
AA(t) = sf dt'x(t’). 


通过 与 由 涨 落 - 耗 散 定 理 得 出 的 结果 比较 , 并 注意 到 t+<t 时 x(t 一 +) = 0, 
我 们 得 到 


x(t) = — 6 二 (OA(O)OA(t)), t>0 


=0, £< 0. 


这 一 公式 将 线性 区 域 中 非 平衡 系统 的 一 般 行为 与 出 现在 平衡 系统 中 不 同 
时 刻 发 生 的 目 发 涨 落 之 间 的 关联 联系 了 起 来 . 


练习 8.16 考虑 如 下 形式 的 一 个 脉冲 实验 
F(t) =0, t< t, 


=f, t <t< to, 


=0, £ > fo, 
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并 且 假 设 

(8A(0)8A(t)) = ((8.A)*) exp(—t/T). 
i HH HbA A) HHH AA(t) 的 图 像 .分 别 者 虑 7 < tanti P T > t-t 
时 的 情形 . 也 计算 吸收 的 能 量 , 亦 即 计算 


- / ~ df f(QA(t). 


§8.7 了 吸收 


有 一 类 和 草 要 的 实验 就 是 探测 系统 被 日 色 扰 动 所 十 扰 时 的 能 量 吸收 .一 
个 很 明显 的 例子 是 标准 光谱 (例如 , 红外 吸收 ), 这 里 f(t) 对 应 于 振荡 电场 ， 
动力 学 变量 4 E PT A BE A OBE) AS RR HR BE. 

对 能 量 的 含 时 扰动 是 — f(t) A, 它 的 变化 率 是 —(df/dt)A. 因此 , 在 一 次 
观测 过 程 中 , 单位 时 间 内 系统 吸收 的 总 能 量 是 


T = — 
an -5 J dt f(t)A(t). 


其 中 了 是 观测 持续 的 时 间 . 用 另 一 种 方法 也 可 以 得 到 这 一 结果 , 注意 到 如 
Ke Tb ART HO 的 页 献 是 一 f(t)4, 则 由 于 4 变化 导致 的 对 系统 所 做 的 微分 功 
为 fd4. 每 单位 时 间 , XP A fd4/d 因此 


1 dA 人 
abs = = | O f dt f(t) A(t), 


其 中 在 第 二 个 等 式 中 , 我 们 进行 了 分 部 积分 并 忽略 了 边界 项 (当下 足够 大 
时 这 个 边界 项 是 可 忽略 的 )， 
对 于 一 个 频率 为 w 的 单 色 扰动 , 我 们 有 
f(t) = Refa ™*. 
因此 ， - 
abs =7 | dt fiw (fue ™ — fre) /2| A(t) 


-en 1 s lw _—lwt * itt 
=7 | dt E (fue = jwe ) 


x fia tf axte- co | 


Oo 
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其 中 在 第 二 个 等 式 中 , 我 们 利用 了 4(t) 的 线性 响应 表达 式 , 并 注意 到 
fax = Wx- e) 


接 下 来 . 我 们 考虑 观测 时 间 远 大 于 f(t) 的 振荡 周期 的 情形 , ME T > = 
对 于 这 样 大 的 时 间 , 有 


a nn 
=) dtemel =1, n= 0, 
L Jo 


=), nÆ0. 


练习 8.17 证 明 wT 一 oo BW, EEAS HK ce E A. 


在 将 abs(w) 的 公式 中 的 f(t 一 t+) 用 exp[+iw(t — t’)] 表示 之 后 , 将 积分 中 的 所 
有 项 张 出 来 , EEH ERAR, 我 们 得 到 


1 Om 
abs(w) = z” fol? f dtx(t) sin(wt), 
-00 


其 中 我 们 忽略 了 了 的 高 于 产 阶 的 项 . 
练习 8.18 证 明 这 个 结果 . 


这 个 方程 表明 ,吸收 是 与 啊 应 盟 数 的 正弦 傅 里 叶 变 换 成 正比 的 . 涨 落 
FEROE BORG x(t) 与 C(t) = (864(0)84(t)) 的 导数 联系 起 来 . 这 个 联系 使 我 们 
可 以 写 下 


“déx(t)sin(wt) = — 8 J dt [dC (t) /dtl sin(wt) 


一 Oo 


=Bw i dtC'(t) cos(wt), 
其 中 我 们 进行 了 分 部 积分 . 因此 ， 


abs (w) = bw | 下 J dt(SA(0)SA(t)) cos(wt). 


因此 , 吸收 谱 与 平衡 系统 的 54(t) 的 自 关联 函数 的 傅 里 叶 变 换 成 正比 . 这 
一 结果 为 光谱 学 提供 了 一 个 重要 的 解释 , 因为 它 表 明了 谱 是 如 何 与 系统 的 
日 发 动力 学 相 联系 的 . 
作为 一 个 例子 , 假设 A(t) 遵循 简 谐振 子 的 动力 学 , B 
d? A(t) 


qe = 740 Alt): 
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其 中 wo 是 振子 的 (fA) 频率 . 可 以 很 容易 求 出 这 个 线性 方程 的 用 初始 条 件 
4(0) 和 A(0) 表示 的 解 , 从 这 个 结果 可 以 导出 


(SA(0)8A(t)) = ((5A)?) cos(wot). 


练习 8.19 证 明 这 个 结果 . | 提示 : 你 需要 注意 到 , 在 经 典 统 计 力学 中 ， 
(AA) = 01] 


HITE EEA A] LA 4 BI PY > 8 函数 一 一 一 个 在 wo 处 , 另 一 个 在 -wo 处 ， 
JR ER, 


abs(w) x (w — wo), w > 0. 


更 一 般 地 来 说 , 如 来 A 有 这 样 的 动力 学 行为 ,如 同 A 是 一 个 耦合 谐振 子 系 
统 中 的 一 个 成 员 时 , 则 abs(w) 将 与 系统 中 频率 为 w 的 态 密 度 或 简 正 模 的 密 
度 成 正比 . 

这 个 例子 说 明 , 当 单 色 扰动 的 频率 调整 到 与 系统 的 本 征 频 率 一 致 时 就 
会 发 生 吸 收 . 日 第 生活 中 有 很 多 关于 这 个 现象 的 例子 . 例如 推动 秋千 上 的 
小 孩 , 或 播 晃 困 在 汝 堆 中 的 汽车 . 在 这 两 种 情况 中 , 人 们 都 尝试 着 使 动作 的 
频率 与 系统 的 本 征 频 率 (在 第 一 个 例子 中 是 秋千 摆动 的 频率 , 在 第 二 个 例 
子 中 是 车 辆 支承 弹 敬 的 频率 ) 相 匹 配 . 当成 功 达 到 匹配 时 , 你 就 能 有 效 地 
将 能 量 传递 给 系统 . 

在 结束 本 节 之 前 , 我 们 作 最 后 一 个 评述 : 我 们 导出 的 所 有 公式 对 经 典 
动力 系统 是 正确 的 . 对 量子 系统 的 分 析 将 更 为 复杂 一 点 , 公式 也 会 和 上 文 
中 示 出 的 多 少 有 些 不 同 . 然而 , 基本 的 逻辑 发 展 过 程 以 及 在 经 典 处 理 过 程 
中 我 们 得 出 的 所 有 一 般 定 性 结论 在 量子 力学 情况 下 仍然 是 正确 的 . 
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非 平 秆 行为 以 及 耗 散 最 稼 见 的 例子 之 一 就 是 摩 所 现象 . 特别 地 , 一 个 

速度 为 v 的 粒子 在 通过 介质 时 受到 的 摩擦 阻力 是 与 其 速度 成 正比 的 ， 
Sax = 一 人 WU 

HEP y 是 摩擦 系数 . 这 里 存在 依赖 于 速度 的 力 暗示 了 在 拖拉 粒子 通过 流体 
时 流体 将 吸收 能 量 . 换 句 话说 , 由 于 摩擦 导致 能 量 发 生 耗 散 , 介质 将 变 热 
在 本 广 中 我 们 将 描述 摩擦 耗 散 的 一 个 模型 . 

这 个 特定 的 模型 对 应 于 与 浴 耦 合 的 一 个 振子 或 者 振动 自由 度 . 图 8.12 
给 出 了 该 系统 的 示意 图 . 我 们 想 要 的 哈密 顿 函 数 是 


He = KH (x) a tf + ly, UN) 
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有 初级 变量 rH 
标记 振子 


图 8.12 与 浴 耦 合 的 振动 粒子 


其 中 A A HG, oP i Fe te FAIA AY Oe Ft PK, 同时 振子 变量 zx 通过 力 f 
与 许多 浴 变 量 Yis Y2: 3 YN RERS, 力 f 线性 依赖 于 浴 变 量 ， 


f= X Gyi, 


其 中 ci JIA BL 

振 于 和 它 的 坐标 z 是 我 们 重点 关注 的 对 象 , 即 z 是 初级 目 由 度 , 浴 变 
KEKR HAMRE. 我 们 不 对 Al) 作 特 别 的 假设 , 除了 说 振子 是 经 典 的 外 ， 
并 且 如 条 让 它 听 其 目 然 , 则 它 将 使 能 量 守 恒 , tE Bp 


1 
Mo = gmi + V(x), 


因此 d.74/dt = 0 意味 着 mi = 一 dV (x)/dz. 

然而 , 我 们 对 洽 确 实 作 一 些 特别 的 假设 . 尤其 是 , 在 我 们 采用 的 模型 
中 , .站 是 许多 谐振 子 的 一 个 集合 的 哈密 顿 函 数 . 我 们 采用 这 个 模型 导出 
的 重要 纺 果 可 能 比 简 化 的 图 像 所 可 能 提供 的 结果 更 具 普遍 性 . 然而 , 我 们 
不 必 担 心 普 遇 性 , 因为 即使 没有 这 个 普遍 性 , 线性 耦合 于 初级 目 由 度 的 一 
个 简 谐 浴 这 个 模型 已 经 注意 到 在 考虑 耗 散 系统 时 遇 到 的 许多 物理 现象 . E 
是 由 于 这 个 原因 ,这 个 模型 在 物理 科学 中 是 非常 通用 的 一 个 模型 . 但 是 , 往 
住 正确 的 是 , 在 用 一 个 简 谐 浴 精 确 地 近似 自然 的 非 线 性 系统 时 必须 特别 
小 心 . 

这 里 使 用 的 术语 “ 非 线 性 ” 是 为 了 表明 , 通常 情况 下 系统 的 势能 给 出 
的 力 是 坐标 的 非 线 性 基数 . 然而 , 简 谐 系统 是 线性 的 . 也 就 是 说 , 一 个 简 谐 
系统 在 任何 位 移 下 的 回复 力 是 正比 于 该 位 移 的 回复 力 . 因此 , 稳定 的 简 谐 
系统 仅 显 示 对 任意 大 小 扰动 的 线性 响应 . 换 句 话说 , 如果 我 们 仅仅 考虑 简 
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谐 浴 自身 , 在 前 几 节 中 分 析 的 线性 啊 应 理论 就 变 为 一 个 精确 的 理论 , 而 不 
是 仅仅 局 限于 非常 微弱 的 扰动 的 理论 . 从 第 8.6 节 我 们 知道 , 浴 的 这 种 啊 应 
是 用 如 同 下 面 的 关联 盟 数 所 表征 的 ， 


Cr(t) = (f(0)SfF(t)), = 》 cic; (Sy: (0)Sy;(t)),. 

其 中 下 标 “b” 用 来 表示 (与 振子 没有 耦合 的 ) 纯 洽 的 性 质 . 既然 我 们 对 于 坐 
ER {yi} 的 选择 是 任意 的 , 我 们 可 以 使 用 那些 侧 正 模 的 坐标 . 那样 的 话 , 最 后 
一 个 等 式 中 的 i 关 j 项 为 零 , 并 且 (OF (OS F(t), 可 以 用 涉及 浴 的 简 正 模 频谱 
的 积分 来 表示 出 来 . 在 下 文中 我 们 不 需要 利用 这 个 表示 . 但 是 , 我 们 确实 
利用 简 谐 浴 无 非 线 性 啊 应 这 个 事实 . 

已 知 这 个 事实 , 我 们 考虑 f(t) 的 时 间 演 化 . 一 旦 我 们 知道 f(t), > a(t) 
RIR IF A EAS e XTT RARR R. 这 个 函数 z(t) 改变 了 f(t) 由 在 
纯 浴 中 所 取 值 ( 记 为 fo(t)) 的 演化 . 这 个 改变 由 下 面 的 线性 啊 应 公式 决定 ， 


f(t) = folt) + T dt xo(t — t a(t’), 


一 OO 


其 中 yalt 一 +) 表示 纯 浴 的 啊 应 图 数 ， 


dC, (t — t’) 
d(t—t’) ` 
=) ti<t’. 


Xslt 一 上) 一 一 万 ee 


在 这 里 , 我 们 仅仅 引用 在 第 8.5 Al 8.6 节 由 涨 落 - 耗 散 定 理 所 得 到 的 结果 . 
现在 我 们 将 注意 力 转移 到 初级 变量 zx 上. 根据 牛顿 定律 ， 


mi = JJ. 
对 力 有 两 方面 的 贡献 . — PK Ate TR Vc), 男 一 个 来 自 于 浴 . 结合 两 者 
的 贡献 , 得 到 
mz = folz(t)] + folt) + f dt yalt — t’)x(t'), 


其 中 os 

fo(x(t)] = = 
注意 , r(t) 的 这 个 运动 方程 中 有 随机 或 涨 落 力 A(t), 它 是 由 浴 引 起 的 , 而 
目 还 有 了 时间 上 非 局 域 的 项. 后 者 的 出 现 是 由 于 r(t) 影响 浴 的 行为 , 并 且 这 
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种 影响 持续 到 稍 后 的 时 刻 , 这 种 影响 的 程度 由 浴 中 关联 回归 的 时 间 长 度 
确定 . 

通过 利用 涨 落 - 耗 散 定 理 并 进行 分 部 积分 (仔细 注意 , EMANE), 
非 局 域 项 可 以 用 Cs(t) = (Sf (O)SS(t)), 重新 表示 出 来 , Bi AR He 


mi: = Flz(t)] + ôf (t) - of ae Colt — t')a(t’), 


其 中 _ 
flz(t)] = o 
而 
V(x) = V(x) 一 了 Co(0) 
并 且 


Of (t) = folz) — BC,(t)x(0). 
随机 涨 落 力 fy(t) BCT ae ey YY, AF SE BC, (t)2(0) 以 及 方差 C;,(t-t’). 
PR V(r) 是 平均 力 的 势 . 这 就 是 说 , flz| 是 浴 对 初级 坐标 的 平均 力 . 


练习 8.20* 由 前 面 的 讨论 证 明 这 此 公式 . 


在 于 出 这 些 公 式 时 , 我 们 考虑 这 种 情况 , 其 中 初始 条 件 对 应 于 系统 在 
t= 0 时 刻 的 状态 . 然而 , 因为 浴 的 坐标 和 动量 没有 被 明确 地 表征 , 我 们 对 
浴 的 t=0 的 状态 求 平均 . 这 样 仅 有 初级 变量 z(t) 保留 下 来 . 在 一 个 暂 态 
周期 之 后 , 时 刻 t 浴 就 与 初始 状态 没有 关联 , fo(t) 变 为 5f(t), 即 平 均值 为 0 
的 高 斯 涨 落 力 . 

a(t) 的 这 个 运动 方程 是 广义 朗 之 万 方程 , 它 是 由 罗伯特 . XINA 
(Robert Zwanzig) 4 th AY. 注意, 时 间 非 局 域 项 给 出 了 一 个 依赖 于 速度 的 力 ， 
该 力 的 大 小 由 与 浴 耦 合 相 联系 的 涨 落 力 的 大 小 确定 . 因此 , 我 们 清楚 地 看 
到 摩擦 力 是 涨 落 力 的 一 种 表现 . 摩擦 耗 散 力 和 涨 落 力 自 关联 函数 之 间 的 
这 种 关系 有 时 称 为 第 二 涨 落 - 耗 散 定 理 , 这 是 久保 亮 五 (Ryogo Kubo) 引进 
的 术语 . 

在 历史 上 , 有 明之 万 方程 用 于 分 析 标 记 宏观 粒子 穿越 热平衡 分 子 介 质 的 
无 规 运 动 . 这 种 现象 称 为 布朗 运动 (以 罗伯特 :布朗 (Robert Brown) 的 名 字 
命名 , 他 观测 了 浸 在 流体 中 的 花粉 颗粒 做 永恒 无 规则 的 运动 ). 在 这 种 情况 
下 , 粒 于 则 没有 平均 作用 力 , 即 f =0. 更 进一步 , 浴 中 涨 落 力 的 弛 豫 时 间 与 
观测 所 确 布 天 粒子 的 时 间 和 距离 标 度 相 比 是 可 忽略 不 计 的 短 , 即 


[ dt'C,(t’)a(t —t’) © a(t) / dt’C;(t’). 
0 
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这 个 近似 将 记忆 效应 (时 间 的 非 局 域 性 ) 从 运动 方程 中 除去 了 , 第 称 之 为 马 
尔 科 夫 近 似 (Markovian approximation). 在 此 时 间 局 域 性 以 及 fo =0 的 这 些 
条 件 下 , 标记 粒子 坐标 的 运动 方程 变 为 传统 的 关 之 万 方程 


mi(t) = f(t) — y(t), 
其 中 v(t) = z(t), HA 
y=B | at BFO 
0 


由 这 个 简化 的 方程 , 我 们 可 以 得 出 粒子 动力 学 的 下 列 图 像 : 系统 中 的 
粒子 经 受 随机 力 的 作用 , 它们 从 各 处 撞击 粒子 . 这 些 源 自 于 浴 的 力 使 粒子 
的 能 量 增 加 , 但 是 动能 的 过 度 增加 又 由 摩擦 耗 散 (依赖 于 速度 的 力 ) 而 消 
耗 . 为 进一步 阐述 这 个 解释 , 我 们 可 以 计算 标记 粒子 的 速度 关联 函数 . 通过 
用 v(0) 乘 以 朗 之 万 方程 并 取 平 均 可 以 做 到 这 一 点 . 注意 到 因为 f(t) 与 初 
级 变量 无 关 , 则 有 

(v(0) fe(t)) = w) (fo) = 0. 


因此 

m (v(0)v(t)) = —y (v(0)v(t)) , 
或 者 

Gy (UiO)utt)) = —— (v(O)o(é)) 
该 微分 方程 的 解 为 


(u(0)u(t)) = (v?) e` (y/m)t 


因此 , 练习 8.13 中 所 考虑 的 速度 关联 中 的 指数 弛 和 驳 是 来 自 于 马尔 科 夫 近似 
下 的 朗 之 万 方程 . 

朗 之 万 方程 的 一 般 形式 在 计算 物理 与 化 学 中 起 着 重要 的 作用 , CEE 
为 进行 随机 分 子 动力 学 模拟 的 理论 基础 . 你 可 以 使 用 这 些 信 息 以 及 前 面 有 
关上 天 之 万 方程 的 讨论 作为 线索 , 猜想 一 下 这 样 的 模拟 到 底 会 涉及 什么 . 但 
就 本 书 而 言 , 我 已 经 将 所 计划 讲授 的 一 切 内 容 和 盘 托 出 . 寄予 希望 的 是 , 此 
间 明 硝 写 出 的 或 者 在 练习 中 所 瞳 示 的 那些 内 容 为 迅速 研读 一 些 高 等 著作 
提供 了 基础 以 及 动力 , 这 些 著作 是 关于 随机 动力 学 以 及 内 容 丰 富 且 不 断 变 
化 的 领域 即 统计 力学 中 许多 其 它 方面 的 . 


练习 8.21* 这 里 我 们 用 朗 之 万 方程 讨论 凝聚 相 中 简 谐 振子 的 振动 谱 ，. 
也 就 是 , 假设 V(c) = Smuga? 同时 假定 z 正比 于 一 偶 极 子 , 它 可 以 与 电场 
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耦合 并 因此 吸收 能 量 . 证 明 溉 之 万 方程 给 出 


a (x(0)x(t)) = — @*(x(0)x(t)) 
= A J dt’C,(t 一 n iaat), 


其 中 五 是 振子 的 平均 频率 . A E RR EAAAA wo 移动 得 到 


使 用 拉 善 拉 斯 变换 方法 可 以 紧凑 地 求解 上 述 线性 微分 -积分 方程 组 ， 念 
C(s) 表示 (x(O)a(t)) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 证明 


C(s) -一 $F ime) ta), 
s? + 0* + s(3/m)C;(s) 
其 中 Ols) 是 C6(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 . 假设 浴 的 涨 落 关 联 是 指数 型 的 , 即 
C(t) = Cy(0)e"/”, 


因而 有 


利用 这 个 公式 , 通过 证 明 
f dt cos(wt) (z(0)z(t)) = Re Cliw), 
0 


计算 (z(0)z(t)) 的 余弦 传 里 叶 变 换 . 根 据 上 述 结 果 , 利 用 参数 wo, | 和 Co(0) 
描述 标记 振子 的 吸收 谱 . 对 谱 线 的 形状 怎样 依赖 于 浴 的 频谱 进行 评析 . 


附加 练习 


8.22. 描绘 出 下 列 自 关联 函数 的 带 标 记 的 图 形 并 讨论 它们 的 定性 特征 : 
(a) (v(0)- v(t), HP v(t) 是 一 个 氨 原 子 在 气相 中 的 速度 ; 
ERA — E + PAART, 
(c) (v?(0)v?(t)), AA P 4H — 4 BOR F: 
(d) (u ae, a ae u(t) Æ E EA da P HID CO FT MBE 
轴 方 向 的 单位 矢量 . 
对 这 些 函 数 中 每 一 个 讨论 不 同时 间 标 度 的 大 小 . 
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8.23. 考虑 一 离子 黎 溶 液 ,其 上 施加 的 一 个 电场 产生 了 电 窜 的 净 流 动 . 在 电 
场 被 关 掉 之 后 , 流 将 耗 散 . HHH LMS ELH Hi, 用 
自 扩 散 常 数 和 离子 的 质量 来 表示 . 

8.24. 根据 斯 托 克 斯 (Stokes) 定律 (即将 流体 看 做 一 种 黏 性 连续 介质 ), 一 个 
直径 为 o 的 球形 粒子 的 自 扩 散 常 数 为 

a 
D = (2 或 3) a 

KP n Ah ERRA, 因子 是 2 或 3 分 别 取决 于 溶剂 是 滑 过 扩散 的 
溶质 还 是 黏附 于 扩散 的 溶质 . 根据 这 个 公式 , PABA FP LRH 
数 是 与 九 成 正比 的 . 对 一 个 直径 为 5 A 的 溶 于 210-? 1! (也 是 大 多 
数 普通 流体 和 水 的 标准 值 ) 的 流体 中 的 分 子 , 利用 这 个 方程 去 估算 该 
分 子 的 万 的 典型 大 小 . 

8.25. 4% D A 10-°cm?/sec 的 流体 中 的 粒子 , 试 确 定 在 5ps ( 皮 秒 , 10-12s8) 
内 从 初始 位 置 移动 了 超过 5A 的 粒子 的 百分比 . 

8.26. 考虑 一 反应 坐标 g, 它 在 一 个 一 维 双 稳 势 V(g) 中 移动 . 将 这 个 自由 度 
的 相 空 间 分 成 如 图 8.13 所 示 的 三 个 区 域 . 在 三 个 区 域 中 处 于 非 平衡 态 
的 物质 的 浓度 分 别 为 clt) colt) 和 c(t). 关于 动力 学 的 速率 定律 的 一 
个 合理 描述 是 


de 
= = —ksic1(t) + kiacs(t), 
d 
= — —k32C2(t) + ko3¢3(t), 


HA 
c= 常数 = cı(t) 十 colt) 十 c3(t). 


图 8.13 MAB Fe = > RI 
评注 


11 3 =0.1 Pa-s 
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这 里 , ky 是 从 了 了 区域 运 动 到 1 站 区 域 的 速率 . 根据 细致 平衡 条 件 我 们 有 
kig 以 及 kas > kg F k32, 


因 为 


同时 我 们 假设 势 合 高 度 @ 与 kpT 相 比 足够 大 . 
(a) 利用 简单 的 动力 学 模型 来 计算 


Aci (t) = c1(t) — (c1) 


对 时 间 的 依赖 关系 . 
(b) 证 明 如 果 exp(—GQ) < 1, MHRTRAS HERRERA i) Tryn 
所 支配 , LA 


— | x 
y piia AS k31 或 k39. 


(c) 讨论 Ac(t) 或 者 它 对 时 间 的 隆 数 的 暂 态 行为 ,并 且 证 明 这 种 行 
为 在 kia RA ka 量 级 的 时 间 内 消失 . 

(d) 试 在 文中 所 描述 的 反应 通 量 上 pal(t) 的 背景 下 讨论 该 模型 的 
AT A. 

(e) 假设 从 第 3 区 域 运 动 到 第 2 区 域 或 者 第 1 区域 所 需要 的 平均 
时 间 是 由 反应 坐标 扩散 距离 1 所 需 的 时 间 决 定 的 . 证 明 


一 | 
koi x (+) e~ 82 
1) 


FLP nn eR BM GPT eB OD Bb ae A KR EE HK, kol 是 从 第 1 区 域 
运动 到 第 2 区域 的 有 效 速 率 常 数 ( 即 观察 到 的 速率 常数 )， 


V(q) 
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8.27. 考虑 反应 坐标 的 一 个 三 稳 势 ( 见 图 8.14). 导出 速率 常数 lol 的 微观 
ETA, EYA NTIS RAAB ER, 


le 

= = —k1c;(t) + ki2c2(t), 

deg 

ee k21¢1(t) — ki2c2(t) + kege3(t) — kgece(t), 


VA 
c3(t) = c — cı (t) — ca(t). 


8.28. 考虑 一 个 低 浓 度 氨 的 水 溶液 . 在 室温 下 (300K), KH Bit ARE y= 
0.01 泊 , RART BD HAM 1x 10-°cm*/s. 所 原子 的 质量 是 40 amu, 
水 分 子 的 质量 是 18 amu. 

(a) 在 与 溶液 达到 平衡 的 蒸汽 中 一 个 氨 原 子 的 方 均 根 达 度 是 多 少 ? 

b 溶液 中 一 个 所 原子 的 方 均 根 速 度 是 多 少 ? 

(c) 估算 一 个 氨 原子 在 蒸汽 中 从 零 时 刻 的 位 置 移 动 10A 所 花 的 
时 间 . 

(d) 估算 一 个 和 氨 原子 在 溶液 中 从 初始 位 置 移动 10A 所 花 的 时 间 . 

(e) 对 溶液 中 的 一 个 氨 原 子 , 估算 其 从 初始 制备 的 非 平 衡 速 度 分 
布 弛 豫 到 平衡 分 布 所 花 的 时 间 . 

(f) 通过 使 用 高 压 设 备 , 水 可 达到 全 = 300K, n = 0.02 AMAA SF 
AR AS. 对 这 个 状态 , 在 (b) 和 (d) 部 分 提出 的 问题 的 答案 又 是 什么 ? |[ 提 
T: 参见 练习 8.24. 
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